PRUFUNG ANALYSIS 2
FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN
28. APRIL 2023
MUSTERLOSUNG

Punkteverteilung.
Aufgabe | 1| 2| 3| 4| 5| Total
Punkte |10 [ 10|10 [ 10|10 | 50

Aufgabe 1: Das Hohenprofil eines Nationalparkes wird in guter N&herung beschrieben durch die
Funktion

2= f(z,y) = 100 — ((x — )2 42y — 3)2).

(i) Eine Wanderung findet im Nationalpark statt, welche gegeben ist durch die Kurve 7 (t), welche
die z- und y-Koordinaten in Abhéngigkeit der Zeit ¢ (in Stunden) beschreibt:

7 1 [0,8] — R?

t T(t) = (i)

Man finde eine Funktion F(t), welche die Hohe wihrend der Wanderung in Abhéngigkeit der
Zeit beschreibt.

(ii) Zu welcher Zeit wird die maximale Hohe wihrend der Wanderung erreicht? Man finde diese
Hohe.

(iii) Man beschreibe das Gebiet indem man Hoéhenlinien skizziert.

Losung 1:
(i) Die Hohe z in Abangigkeit der Zeit ¢ ist gegeben durch

F(t) = f(7 (1) = f(t,1) =100 - ((t = 4) +2(t - 3)?)
= 66 — 3t* + 20t
(ii) Die Bedingung
ar
dt
ergibt t = 10/3, i.e. die maximale Hohe wird nach drei Stunden und 20 Minuten erreicht. Die
erreichte Hohe zu dieser Zeit ist

(t) = —6t+20 =0

F(10/3) = %

(iii) Die Hohenlinien sind gegeben durch die Gleichung
100 - (2 — 42 +2(y — 3)?) = C.
Dies ist dquivalent zu
(z—4)*+2(y—3)? =C.

Somit sind die Hohenlinien Ellipsen mit Zentrum bei (4, 3) und die horizontalen Halbachsen sind
um /2 langer als die vertikalen Halbachsen.
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Aufgabe 2: Die Ableitung einer Funktion f(z,y) im Punkt (1,2) in Richtung zum Punkt (2,2) ist
2 und die Ableitung von f(x,y) im Punkt (1,2) in Richtung zum Punkt (1,1) ist —2.

(i) Man bestimme
of of
24 (1.9 s
8x( 2, y
(ii) Man bestimme die Ableitung von f(x,y) im Punkt (1,2) in Richtung zum Punkt (4, 6).

(iii) Man bestimme die Richtung, in welche die Funktion f(z,y) vom Punkt (1,2) aus am stirksten
abfallt.

(1,2).

Losung 2:
(i) Sei €, der Differenzvektor vom Punkt (1,2) zum Punkt (2,2) und sei €5 der Differenzvektor

vom Punkt (1,2) zum Punkt (1,1). Wir haben somit ¢; = (é), Ty = (_O

1
o7 B AT ) Sy
Ox oy

). und somit folgt

(ii) Der Richtungsvektor vom Punkt (1,2) zum Punkt (4,6) ist @ = : <i) Wir haben somit

-3 ).()-

(iii) Die Richtung vom Punkt (1,2) aus, in welche die Funktion f(x,y) am stérksten abfillt ist ent-
gegengesetzt der Richtung des Gradienten in diesem Punkt. Der dazugehorige Richtungsvektor
ist

[

Aufgabe 3: Wir nehmen an dass b — 4c > 0 und betrachten die quadratische Gleichung

S N

22 +br+c=0.
Sei r die gossere der beiden Losungen dieser Gleichung. Im folgenden betrachten wir r in Abhingigkeit
von b und c.

(i) Man finde einen Ausdruck, welcher kleine Abweichungen Ar in Abh#ngigkeit von kleinen Ab-
weichungen der Koeffizienten Ab und Ac beschreibt.

(ii) Man benutze den Ausdruck in (i) um einen approximativen Wert der grosseren Nullstelle der
Gleichung

22 —7.0lz +11.98 =0

zu bestimmen. Man vereinfache die Losung so weit wie moglich.

Losung 3:
(i) Mit der Mitternachtsformel ist die grossere der beiden Nullstellen

b Vb2 —dc

Fiir die Approximation von Ar verwenden wir die Linearizierung

Ar =~ @ Ab+ @ Ac,
ob/, oc/,

Wobei Ar =1 —rg, Ab=b— by, Ac=c — ¢g. Mit

or_ 1. b o1
b 2 22 —4c’ dc b2 — 4c
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haben wir
1 bo 1
Arx | —-+ ———m—m— | A — ——
( 2 2\/()(2)460) \/6(2)7400
(ii) Wir verwenden die Linearisierung aus (i) mit
b=—7.01, bp = —7, Ab=b—by =—0.01,
c=11.98, co = 12, Ac=c—cy=-0.02

Ac.

und erhalten
Ar = —4(-0.01) — (—.02) = 0.06.

Zusammen mit

_@+7M):4

2 2

To =
erhalten wir

r=ryg+ Ar =4+ 0.06 = 4.06.

Aufgabe 4: Es sei eine Funktion f(z,y) und ein Punkt (z,yo) gegeben.

(i) Man finde eine Funktion g(z,y, z), so dass der Graph z = f(z,y) eine Niveaufldche von g(z,y, 2)
ist.
(i) Man finde eine Gleichung der Tangentialebene an den Graph z = f(z,y) im Punkt (zo, o, f (%o, y0))

indem man verwendet, dass der Gradient ?g senkrecht auf Niveauflichen von g(z,y, z) und so-
mit senkrecht auf dem Graph z = f(x,y) steht.

Losung 4:
(i) g(z,y,2) = f(z,y) — z. Dann entspricht g(z,y,2) = 0 dem Graphen z = f(z,y).
(ii) Wir haben ?g = (g—i, %’ —1). Dieser Gradient steht senkrecht auf dem Graphen z = f(z,y)

und somit auch senkrecht auf der Tangentialebene des Graphen z = f(x,y). Die Gleichung der
Tangentialebene ist somit (wir setzen zo = f(xo,yo))

T — X
69(3507110,20) “ly—wy | =0.
Z— 20

Mit Vg — (% %,—1) folgt
0 0
Z— 20 = 87;;(%0’%)@ — ) + 8*5(96073/0)(9 — o).

Aufgabe 5: Man zeige dass die Funktion
1
f(xay) = _7 IOg(T), wobei r = \/‘W’
™

eine Losung ist von der Gleichung

2f  2f
@‘FT:UQ—O.

Lésung 5: Wir betrachten die Funktion g(x,y) = log(r) = log(z? + y?). Wir haben
dg _10r
or  rox
Mit

o _ 0 rara__ & _¢%
or Oz Y _,/x2+y2_r
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erhalten wir
dg =z
or 1%
Die zweite Ableitung ist

0%g 1 2x0r 1 2zz r? — 222

0x2 12 30z 12 i rt
Analog erhilt man
0%  r?—2y°

Oy? 74
Somit
Pf Pf 1 (g 0%
922 " oy 2w (W 31/2)
1 (r2—2x2+r2—2y2>_0
27 ri '
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