PRUFUNG ANALYSIS 2

INTEGRALRECHNUNG
4. MAI 2023
MUSTERLOSUNG
Punkteverteilung.
Aufgabe [1[2[3[4]5]6]7] total
Punkte \5\5\5\5\5\5\5\35

Aufgabe 1: Man bestimme:
(i) (iii) (v)

& 1
/a:”dx /de /0 (1_ x:s) dzx

(i) (iv)
/12 (xd + 310) dz /(cos(2x) +e2%) d

Losung.
@) J‘x17 dx = TS +C
(i) f1 (*+1) do = (% —HOg(:E)) ‘1 =4+1log(2) — &
(iii) [O0dz=C
) 2x

[(cos(2z) + €2*) du = Ln?(g”) + 5 +C
(v) Existiert nicht, i.e. divergiert.

(i

Aufgabe 2: Man bestimme:
(i) (iif) (v)

1 (N d [* ., 5
/70% et dp %/ sin(z*) log(z) dx
x+/log(x) 0 t

Lﬁsung.
) S \/11; = f fodu = [u=2du = Q\f—i— C = 2y/log(z) + C (Substitution: u = log(x))
og(z
(ii) [ze¥ dx = o J % dr = "”e;x — % + C (Partielle Integration)

4302 1
8

et-1
8

(iii) fo zed®” dy =

0
1v)fw2+ida:—fz2+mdx 4 zixdx:fm_ldx 4 [ 2+zdx—10g:c—|—1 4f(7—z—+1) dx =

5log(x+1) —4log(z)+C, wobei wir die Partialbruchzerlegung x2+x = %f x%_l verwendet haben.
t

(v) & ft2 sin(2?) log(z) dz = — 4 5 sin?(z) log(x) dz = — sin®(t) log(t)
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Aufgabe 3: Wir betrachten einen Rotationskdrper dessen Mantelfdchen durch halbe Ellipsen, welche
entlang ihrer grossen Halbachse rotiert werden, gebildet wird. Die folgende Grafik zeigt einen Schnitt
durch den Korper:

Man finde das Volumen.
Hinweis: Die Gleichung einer Ellipse mit Zentrum im Ursprung und Halbachsen a und b ist:
2?2
P + i 1.

Losung 3: Die Gleichungen der beiden Ellipsen sind

2?2 2?2
—+==1 —+==1
16 + 4 ’ 9 * 1
Aufgel6st nach y
x? x?
=4/4—-— =4/1—-—.
Y2 () 1 y1(2) 9

Das Volumen ist

Aufgabe 4: Man bestimme das Integral

/13(2 —x)dx

mit Hilfe von Riemannschen Obersummen. Hinweis:
n

. onn+1
E:“:Ji;l-

i=1

Losung 4: Die Funktion ist fallend. Fiir die Obersumme verwenden wir somit fiir die £’s die z-Werte
an den linken Intervallberandungen:

3—-1
=1 ,— 1
G=1+G-1)"
:1+ufng, i=1,2,3,...,n.
n
Wir haben
f(&)=—&+2
2
=—1-(i—1)2+2
(-1)=+
2
=1-—(i—1)=.
i-1)

Die Obersumme ist somit
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Somit haben wir

Aufgabe 5: Ein beidseitig aufgelegter Balken der Linge L wird in der Mitte wie folgt mit einer
Einzelkraft F' belastet:
I

l |

e S

Sei x die Koordinate entlang des Balkens, so dass x = 0 mit dem linken Balkenende iibereinstimmt. Durch
die vorhandene Belastung ergibt sich das folgende Drehmoment M (z) im Balkenquerschnitt:

> T

0 L/2 L

Die Auslenkung y(x) des Balkens ist gegeben durch die Gleichung
M (z)
1 —
y'(@) = —F%r
wobei wir mit E den F-Modul des Materials des Balkens und mit I das Flaichenmoment zweiter Ordnung

des Balkenquerschnitts bezeichnen. Wir nehmen an dass gilt: ET = konstant. Man {ibertrage M (z) auf
ein Blatt und bestimme grafisch und qualitativ y/(z) und die Auslenkung y(z).

Losung 5: Die zweite Ableitung y”/(x) ist bis auf einen konstanten Faktor gegeben durch M(x), i.e.
der Graph hat das gleiche qualitative Verhalten. Zweimal grafisch aufleiten ergibt:

0 L/2 L

y()

\ | )
0 L/Q\L

0 L/2 L

Die vertikale Verschiebung fiir 3’(z) muss so gewéhlt werden dass y'(L/2) = 0. Begriindet wird dies
entweder durch Symmetrie der Auslenkung y(x) beziiglich x = L/2, oder durch die Randbedingungen
y(0) = y(L) = 0, welche einen Punktsymmetrischen (beziiglich dem Punkt (L/2,0)) Graphen fir y'(z)
voraussetzen. Bemerkung: Es wird die Konvention verwendet dass y(z) > 0 einer Auslenkung des Balkens
nach unten entspricht.
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Aufgabe 6: Man bestimme:

Hinweis: Man vertausche die Integrationsreihenfolge.

Losung 6: Umkehren der Integrationsreihenfolge ergibt:

s T T Y oo
/ / sin(y) dydx = / / sin(y) dxdy = / sin(y) ’ dy=...=2.
0 Jz Y 0o Jo Y 0

Aufgabe 7: Man bestimme:

/4 3/ cos(
/ / sm2 (¥) rdrdep.
n/4 cos?(¢)
Losung 7: Wir fiithren die Integration in kartesischen Koordinaten durch:

/4 3/cosgp 3 px 2 3 1 43
/ / 51n2 rdrdgo :/ / y—zdydx :/ —2y—
/4 cos 0 J_z X 0 =% 3

x

—T
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