ABSCHLUSSPRUFUNG
ANALYSIS 2 INTEGRALRECHNUNG
5. JULI 2023
MUSTERLOSUNG

Punkteverteilung.

Aufgabe |12 [3|4|5[6[7[8]|9]10] 11 | Total
Punkte [6[6[6[6[6[6][6[6[6] 6] 6|66
Aufgabe 1: Man bestimme die folgenden bestimmten Integrale:
(i) (i) (iif)
1 4 ) 2 1 1 %) .
+32% —1)d / 1_ 1\ 17
JRGE S e (5 @) fj e
Loésung 1:
1 5 1
2
(1) /_1 (x4+3x2—1>dx: <$5 +x3—x) _1:...23
271 1 1 1 [ 1 1
i ———dt=(=-log®)+— )| =...==log(2) — —
(i) /1 (St (3t)2> (3 og( )+9t> 1 gloe(2) — 13
e 1 o1
(iii) /0 e 175ds = —ﬁe_ns T

Aufgabe 2: Die Beschleunigung eines Korpers in Abhéngigkeit der Zeit ¢ sei

a(t) = 8¢ + 9cos(3t).
Zur Zeit t = 0 hat der Korper die Geschwindigkeit vg = 0 und die Position sy = 4.

(i) Man bestimme die Geschwindigkeit v(t) des Korpers.
(ii) Man bestimme die Position s(¢) des Korpers.

Losung 2:

(i) Wir haben
v(t) = —4e " + 3sin(3t) + C.
Die Anfangsbedingung ist
v(0) = 4+ Cy = 0.
Somit folgt C7 = 4 und
v(t) = —4e " + 3sin(3t) + 4.

(if) Wir haben
s(t) = 27 — cos(3t) + 4t + Cs.
Die Anfangsbedingung ist
s(0)=2—1+Cy=4.
Somit folgt Co = 3 und
s(t) = 272" — cos(3t) + 4t + 3.
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Aufgabe 3: Wir betrachten die stiickweise definierte Funktion

2+2r  -3<z<0,
flz) =< V4 —x? 0<z<2,
0 sonst.

(i) Man bestimme fiir die Funktion f(z) die Riemannsche Obersumme S5 im Intervall [—3, 2].
(ii) Man bestimme

/ (@) - 5)da

-3
aus bekannten Flachen.

Losung 3:

(i) Wir unterteilen das Intervall [—3, 2] in funf gleichlange Teilintervalle. Die Lange der Teilintervalle
ist 1 ((2—(=3))/5 = 1). Fiir # < 0 (drei Teilintervalle) muss die Funktion am rechten Rand
(Funktion steigend) der Teilintervalle ausgewertet werden, i.e. bei z = —2,—1,0. Fiir z > 0
(zwei Teilintervalle) muss die Funktion am linken Rand (Funktion fallend) der Teilintervalle
ausgewertet werden, i.e. bei = 0,1. Wir haben somit

Ss = f(=2) + f(=1) + f£(0) + f(0) + f(1)

2 4
=3tz T2+2+V3

=6+ 3.

(ii) Die Fliche setzt sich aus einem Rechteck, einem Dreieck und einem Viertelkreis zusammen
(Achtung Vorzeichen!). Wir haben

3 2
3-2 2
/ (f(x) =d)dez=— 6-5 + — + 2l - 304347 =-27+m.
s N 1
Rechteck ~—~ ~~~

Dreieck  Viertelkreis

Aufgabe 4: Man bestimme die folgenden Integrale:
(i) (i)
2% + 1
2 x —dt
/x ctdr /(t4+2t)3

Losung 4:
(i) Zweifache partielle Integration ergibt:

/xge”dx = z%e” — /2xe””dx = 2%e” — (29:6”” — /26””(1;5) =e"(z® —22+2)+C

(ii) Substitution mit u = t* + 2t ergibt:

2t3 + 1 203 +1 du 1 /1 1 1
e g= = - —dy=——"tC=——— 1 (.
/ (4 + 2¢)3 / w AP 2 2 / BT T T ML
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Aufgabe 5: Man 16se die Gleichung
222 = xsin(z) + cos?(x)

indem man die rechte Seite durch ein Taylorpolynom zweiter Ordnung approximiert.

Losung 5: Mit den Approximationen von Sinus und Kosinus zur zweiten Ordnung;:

332

sin(z) =~ x, cos(z) = 1— 5

wird die rechte Seite der Gleichung zu

2\ 2
xsin(z) + cos?(z) ~ x? + (1 - $2> ~r?+l-a2%=1

i.e. die Gleichung wird zu

mit Losungen

Aufgabe 6: Man bestimme das Doppelintegral
// flz,y)dA,  wobei  f(z,y) =y e
Q

und € sei das Dreieck in der z-y-Ebene mit Eckpunkten (0,0), (1,1), (3,1).

Losung 6:
Yy
dy

y=1 =y 1
/ / yre™drdy = / ye™
y=0 Jz=y/2 0 /2
1
= / <y6y2 — y6y2/2) dy
0

5 1
_ ( - />
2

e 1 1/2 1 e
= - — — — 1=-—-— —.
;g ¢ Tl=g-Vetg

0
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Aufgabe 7: Die relativistische Masse m eines Teilchens mit Ruhemasse mg in Abhéngigkeit seiner
Geschwindigkeit v ist gegeben durch

m=ymy, wobei v =

und wir mit ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnen. my und c sind Konstanten. Die kinetische
Energie ist gegeben durch

Ein = mc? — m062.

Man finde einen einfachen Ausdruck fiir die kinetische Energie in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit v
unter der Voraussetzung dass ¢ < 1, i.e. die Geschwindigkeit des Teilchens ist klein relativ zur Lichtge-
schwindigkeit.

Hinweis: Die Approximation welche aus v ~ 1 resultiert ist zu grob.

Losung 7: Taylorentwicklung liefert

= 1+ La2 g 30ty
y————— =T =X
V1—2? 2 8

=1y ()

Dies eingesetzt im Ausdruck fiir die kinetische Energie ergibt
§ (E>4 +
8 \c o

Dies verwendet fiir v ergibt

1 2
Ein = moc®(y — 1) = moc? (2 (E) +
c

mv2.

DO =

~
~
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Aufgabe 8: Zwei Kupplungshilften werden mit einer Kraft F' zusammengedriickt. Die Kupplungs-
flache (grau) besitzt die Form eines Kreisrings mit Innenradius r; und Aussenradius 7.

A A-A

N
7 /E\ LN {6 ]

AN
A — |

Der Gleitreibungskoeffizient in der Kontaktfliche ist p und es wird davon ausgegangen dass sich die
Kupplungshilften relativ zueinander bewegen (rotieren). Man bestimme das Drehmoment welches von
einer Kupplungshélfte auf die andere ausgeiibt wird. Hinweise:

(i) Die Reibungskraft aufgrund einer Normalkraft F' betrégt pF' und wirkt entgegen der Bewegungs-
richtung.

(ii) Man betrachte in einem ersten Schritt ein infinitesimales Flichenelement, bestimme die Normal-
kraft darauf, daraus die Reibungskraft und das Drehmoment.

Losung 8: Wir betrachten ein infinitesimales Flichenelement dA einer Kupplungshélfte. Die Nor-
malkraft darauf ist
F
dF = —dA.
A
Die daraus resultierende Reibungskraft ist

F
Fr = pdF = ,uZdA.

Diese wirkt in Umfangsrichtung, da das Flichenelement dA sich auf einer Kreisbahn (relativ zur anderen
Kupplungshilfte) bewegt. Daraus ergibt sich das Drehmoment

dM =rFr = ru%dA,

wobei wir mit r den radialen Abstand des Fliachenelementes dA zur Rotationsachse bezeichnen. Das
gesamte Drehmoment erhélt man nun durch Integration

2 T 2w 3 |Ta 3 3 3 3

o« F j r 2rpl o —r 2uF o — 13

M = —rdrdp = — — do = a = a (]
/0 / ™ ="a ), 3

i
A 3 3 rZ—r%
wobei wir im letzten Schritt A = m(r2 — r?) verwendet haben.

T %
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Aufgabe 9: Sei a > 0 eine Konstante und sei f(z) eine ungerade Funktion, i.e. f(—x) = —f(z). Man
zeige dass gilt
f(z)dz = 0.

—a

Losung 9: Wir haben

/ " flo)ds = _Oa F@)de + /0 " F@)de

—a

— [ fa)de + / " f(@)de

0

:LAanﬂQdu+lAafC@d$
_ /0 Flu)du + /0 f(x)dz =0,

wobel wir von der zweiten auf die dritte Zeile die Substitution © = —z und von der dritten auf die vierte
Zeile die Eigenschaft f(—u) = —f(u) (f ungerade) verwendet haben.

Aufgabe 10: Eine Spule mit Induktivitdt L und ein Kondensator mit Kapazitdt C sind parallel
geschaltet:

Die dargestellte Schaltung ist als Teil eines grosseren Schaltkreises zu betrachten, welcher fiir die Aufgabe
aber nicht relevant ist. Wir lassen im folgenden die Einheiten weg. Der Strom durch den Kondensator
I(t) wurde wie folgt gemessen:

I(t),
].Ak |—|
L 3y
1 2 i : 5 t
14 L

(i) Essei C' = 1. Man skizziere (qualitativ) die Spannung am Kondensator U (t) wenn der Kondensa-
tor zum Zeitpunkt ¢t = 0 entladen ist. Man bestimme die maximale Spannung am Kondensator.
Hinweise:

(a) Fiir diese Teilaufgabe kann der Kondensator separat betrachtet werden.
(b) Fiir einen Kondensator gilt: C' = Q/U, wobei wir mit @ die Ladung auf dem Kondensator
bezeichnen und der Zusammenhang zum Strom ist durch [ = % gegeben.

(ii) Es sei L = 1. Man skizziere (qualitativ) den Strom durch die Spule Is(t) wenn zum Zeitpunkt
t = 0 kein Strom durch die Spule fliesst. Man bestimme den maximalen Strom durch die Spule.
Hinweis: Fiir eine Spule gilt U = L%.
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Loésung 10:
(i) Wir haben (C =1, U(0) = 0)

U(t):U(O)+/ I(Cf')dSZ/O 1(s)ds.

0
Die maximale Spannung ist Upax = 1. Graph siehe unten.
(ii) Die Spannung iiber der Spule ist die gleiche wie iiber dem Kondensator (Maschensatz) und

t t
I(t) = 1(0) +/ @ds :/ U(s)ds.
o L 0
Der maximale Strom ist Ig max = 2. Graph siehe unten.
I(t),
]. T P 1
L 3y
1 2 : 5 !
14 R
U(t),
1 4
> 1
1 2 3 4 5
IS(t)A
2 4
1 4
> 1

1 2 3 4 )

Aufgabe 11: Sei g(z) eine differenzierbare Funktion. Der Graph y = ¢/(z) entspricht dem Halbkreis
in der oberen Halfte der z-y-Ebene, mit Zentrum im Ursprung und Radius r = 4. Man finde g(—4), falls
g(4) =7 gilt.

Lésung 11: Die Fliche des Halbkreises unterhalb von y = ¢’(z) ist 87. Es folgt
4
s [ d@)ds = g4) — g(-),
wobei die erste Gleichung aus dem Fldacheninhalt unter dem Graphen y = ¢'(x) folgt und die zweite
Gleichung aus dem Fundamentalsatz. Mit g(4) = 7 folgt

g(—4) =7 — 8.
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