PRUFUNG ANALYSIS 1
15. JANUAR 2024

MUSTERLOSUNG
Punkteverteilung.
Aufgabe‘l‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘T0ta1
Punkte [6[6[6[6[6]6]6]42

Aufgabe 1: Man leite die folgenden Funktionen nach ihrem Argument ab:

() fa)=2* — 47 (i) kw) =

(li) g(t) = % (V) m(y) — 210g(2y)
(i) h(s) = <20) (Vi) U(v) = el

~ sin(s)
Losung (iv) K (u) = u™!

(i) f'(x) =2z +8° (v) m'(y) = %

(ii) g//(t) = —% —1% (vi) U'(v) = 9
(111) h (S) = _bln2(s)

Aufgabe 2: Man leite die folgenden Funktionen nach ihrem Argument ab:

(i) f(z) =3sin (6 cos(9z) sin(12a;)) (il) g(t) = 29m(0) 30050
Losung.

(i) f'(z) = 3cos (6 cos(9x)sin(12x)) (—sin(9x)9sin(l?a:)+cos(9:c)cos(12x)12>

24/cos(9z) sin(12x)
(ii) ¢ () = 29m(1) geos(t) (cos(t) log(2) — sin(t) 1og(3))

Aufgabe 3: Der folgende Graph zeigt die Position s(t) eines Kérpers in Abhéngigkeit der Zeit
t, welcher sich in einer Dimension bewegt. Der Graph besteht vollstédndig aus Geraden- und Para-
belstiicken, separiert durch Punkte. Fiir die folgenden Aufgaben sollen die Losungen approximativ
aus dem Graphen abgelesen werden.

s(t) [m],
3
2

/ <t

-4 \\
(i) Man bestimme die Geschwindigkeit und Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ = 18s.
(ii) Man bestimme die maximale Geschwindigkeit.
(iii) Welche Bedingungen miissen s(t), s'(t) erfiillen, damit der Korper sich von der Position
s = 0m wegbewegt? Man bestimmme den dazugehorgen Zeitbereich.
(iv) Man skizziere qualitativ die Geschwindigkeit s'(¢) und die Beschleunigung s”(t).
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Losung. (jeweils in SI-Einheiten)
(i) s'(18) = —2 = —0.75, s”(18) = 0.
(i) $)ax =1 (zum Beispiel bei ¢ = 3)

(ili) s(t) > 0 und s'(t) > 0, oder s(t) < 0, s'(t) < 0. Dazugehériger Zeitbereich:
t € (1,5) U (14,20).

§'(t) [m/s1] 4
0O 1 2 3 4 5 GWOH121314151617181920‘”5}
\\
-1
s"(¢) [m/s21],
0O 1 2 3 4 5 78 9 10 IT 12 I3 14 15 16 17 18 19 20 ‘t[s}
-1
Aufgabe 4: Wir betrachten die Funktion
fil-m7 =R
x =y =e"sin(x).
(i) Man finde die z-Werte der lokalen Maxima und Minima.
(ii) Fiir welche x ist die Funktion streng monoton wachsend/fallend?
(iii) Man finde die x-Werte der Wendepunkte.
Losung. Die erforderlichen Ableitungen sind
f'(x) = (cos(x) + sin(z))e” , f"(x) = 2cos(x)e”, " (z) = 2(cos(z) — sin(x))e” .
. ! . . . m™ 3w :
(i) f'(z) = 0 ergibt cos(z) = —sin(z), i.e. tan(z) = —1. Daraus folgt z = —Z, 3% Mit
f'(=n/4) =V2e >0,  f"(3n/4) = —V2e <0
folgt dass sich bei x = —m/4 ein lokales Minimum und bei z = 37 /4 ein lokales Maximum
befindet.
(ii) Aus (i) wissen wir dass f'(—n/4) = f'(3w/4) = 0. Dazwischen (z.B. fir x = 0) ist die
Ableitung positiv, ausserhalb (z.B. fiir x = —7/2) negativ. Somit: f(x) ist streng monoton

wachsend fiir x € (—m/4,37/4) und streng monoton fallend fiir x € [—m, 7]\[—7/4, 37/4].
(iii) f"(z) 20 ergibt cos(z) = 0, i.e. z = £7/2. Mit f"'(+w/2) # 0 befinden sich die Wende-
punkte bei, i.e. x = £7/2.

Aufgabe 5: Licht von einer Quelle A wird an einem ebenen Spiegel reflektiert und trifft im
Detektor im Punkt B ein. Man zeige dass aus dem Prinzip von Fermat folgt, dass der Einfallswinkel
0, gleich dem Reflexionswinkel 65 sein muss.

Normale
A |

Hinweise:

(i) Das Prinzip von Fermat besagt dass sich Licht entlang dem Weg ausbreitet, welcher die
Zeit die das Licht fiir den Weg bend6tigt minimiert.
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(ii) Mogliches Vorgehen: Man lege die reelle Achse auf die Spiegelflache, so dass unterhalb
des Punktes A der Ursprung zu liegen kommt und formuliere das Problem mit Hilfe der
Position x des Reflexionspunktes.

Loésung. Die Zeit welche das Licht von A nach B bendtigt ist

1
T = 2(81 —‘rSg),

wobei wir mit ¢ die Lichtgeschwindigkeit und mit s1, so die Weglénge vor und nach der Reflexion
bezeichnen. Seien d4, dp die Abstdnde von A, B zum Spiegel und sei = die Distanz zwischen dem
Punkt senkrecht unter A und dem Reflexionspunkt. Sei L der horizontale Abstand der Punkte A

und B. Dann gilt
1
T —— 2 2 2 L — 2.
(2) C(\/dA‘HU +\/dB+( x))

Wir haben

dfT(z)il x 7 L—x
dx c \/d124—|—x2 \/d%—k(L—x)Q .
Aus 4L () 0 folgt

T L—x

Vi +a? Ay + (L—a)?
Ausgedriickt durch 61, 05 ergibt sich

sin(6,) = sin(62),
ie. 0, = 0,.
Aufgabe 6: Der Punkt mit Koordinaten (7, 27) liegt auf der Kurve in der z-y-Ebene, welche
gegeben ist durch
ysin(y) = zsin(x) .

Ein weiterer Punkt auf dieser Kurve besitzt die Koordinaten (7 + 0.1, y9). Man finde eine Appro-
ximation von yg.
Hinweise:

(i) Die Ableitung % kann durch implizites Ableiten gefunden werden.
(ii) Die Approximation yg ~ 27 ist zu grob.
(iii) Fir eine Angabe des Resultats als Dezimalzahl kann 7 = 3.14 verwendet werden.

Lésung. Die Kurve ist in der Ndhe des Punktes (zg,y0) = (, 27) approximativ durch ihre Tan-
gente gegeben. l.e. es gilt approximativ

dy
~ 27+ —(x — ,
Yo T . (x — xp)

wobei die Ableitung durch implizites Ableiten der Kurve im gegebenen Punkt ist:
dy  wcos(x) +sin(x)
dx  ycos(y) + sin(y)

Mit (z,y) = (m, 27) eingesetzt ergibt sich

dy _ 1
de 2
Somit ist die Tangentengleichung
1
=97 — — —
y=2m—(z—m)
und es gilt approximativ

1
Yo = 2 — 3 -0.1~2-3.14 -0.05 =6.23.

Aufgabe 7: Die symmetrische Ableitung einer Funktion f(z) an der Stelle zq ist definiert
durch

fuwo) = Jim ! (20 + h>2—hf(xo —h)
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Es sei
fl@) = o -3+ 1.
Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig voneinander lsbar.

(i) Man skizziere den Graphen y = f(z).
(ii) Man erklire wieso f'(3) nicht existiert.
(iii) Man bestimme f5(3).

Losung.

(i)

(ii) Wir betrachten die Definition der Ableitung
3+h)—f(3
) — iy LEEN =)

h—0 h

Die rechte Seite dieser Gleichung ist gleich 1 wenn eine Folge von h-Werten mit h > 0
betrachtet wird. Umgekehrt ist sie gleich —1, wenn eine Folge von h-Werten mit A < 0
betrachtet wird. I.e. der Grenzwert und somit die Ableitung an der Stelle xg = 3 existieren
nicht.

Eine andere Mdoglichkeit ist die Argumentation mit Hilfe der Interpretation der Ablei-
tung f’(zg) als Steigung der Tangente an den Graphen y = f(x) im Punkt (xg, f(zo)).
Da der Graph im Punkt (3, 1) eine ’Ecke’ aufweist, existiert die Tangente in diesem Punkt
nicht und somit ist auch die Steigung dort nicht definiert.

(iii) Wir haben

i BB 0
F = 20 ~iShan a0 =0
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