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LISIBACH ANDRE

1. FOURIERREIHEN

In Ingenieuranwendungen treten oft periodische Funktionen auf. Ihre Darstellung
durch eine Summe aus einfachen periodische Funktionen, wie der Sinus- und Kosinus-
funktion, ist von grosser praktischer Bedeutung. Diese Darstellung fiihrt auf die Fourier-
reihe.

1.1. Periodische Funktionen. Eine Funktion f : R — R heisst periodisch mit Periode
T, falls ein T > 0 existiert, so dass

fE+T) = f(t)
fiir alle t € R. Der Graph einer periodischen Funktion entspricht einer periodischen
repetition des Graphen in jedem Intervall der Léange T

y=f(t)
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T

Im folgenden werden wir, falls nicht anders vermerkt, mit ¢ die Zeit bezeichnen. Die
Frequenz v und die Winkelfrequenz w sind gegeben durch

1 9 2
V= — = V= —.
, w T T

Beide Gréssen besitzen die Einheit é = Hz. Beispielsweise besitzt die Funktion
u(t) = Asin(3t)
die Kreisfrequenz w = 3 und Periode T' = %’T

Aus f(t+T) = f(t) folgt: Ist T eine Periode der Funktion f(t), so ist jedes ganzzahlige
Vielfache von T' auch eine Periode von f(t), i.e.

F(t+nT) = £(2).
Die kleinste Periode T' einer Funktion f(¢) heisst Grundperiode der Funktion f(t).
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2. AUFGABEN

AUFGABE 1

Man zeige: Ist T' eine Periode der Funktion f(t), so ist jedes ganzzahlige Vielfache
von T auch eine Periode von f(t).

AUFGABE 2

Man bestimme die Grundperiode der folgenden Funktionen:

(i) f(t) = cos(wt) (iii) f(t) = C = konst.
(ii) f(t) = cos(3t) + sin(Zt) (iv) f(t) = sin(2t) + sin(27t)
AUFGABE 3

Die folgenden Graphen sind Sinusférmig. Man modelliere sie durch eine Funktion der
Form

f(z) = Acos(Bt+C) + D.

Hinweis: Es sind mehrere Antworten mdoglich, jedoch geniigt es jeweils eine anzugeben.
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3. LOSUNGEN ZU DEN AUFGABEN

Losunc 1
Dies folgt aus

= f(®),
wobei wir von der ersten auf die zweite Zeile verwendet haben dass f(t+T) = f(t), aber
mit ¢ + (n — 1)7" in der Rolle von ¢.

LOSUNG 2
(i) T =21

(ii) Die Funktion fi(t) = cos(3t) besitzt Grundperiode Ty = 3, die Funktion
fo(t) = sin(2t) besitzt Grundperiode T5 = 57. Die Grundperiode der Funkti-
on fi(t) + fo(t) ist das kleinste gemeinsame ganzzahlige Vielfache der beiden
Grundperioden, i.e. T' = 15m.

(iii) Die konstante Funktion f(t) = C' ist periodisch da fiir beliebiges T' > 0 gilt
fit+T) = C = f(t). Jedoch gibt es somit kein kleinstes 7" > 0 und die
Funktion f(t) = C besitzt keine Grundperiode.

(iv) Die Funktion fi(t) = sin(2t) besitzt Grundperiode T = 7, die Funktion fa(t) =
sin(27t) besitzt Grundperiode T5 = 1. Jedoch gibt es kein gemeinsames ganz-
zahliges Vielfaches dieser beiden Grundperioden (wiirde dieses existieren, so
miisste gelten m - Th = n - Ts flir m,n € N, i.e. m - ® = n. Daraus folgt aber
m = n/m was im Wiederspruch zur Irrationalitdt von 7 steht). Somit besitzt
die Funktion f(t) = sin(2t) + sin(2nt) keine Grundperiode und ist somit nicht
periodisch.

LOSUNG 3

(1) f(2) = cos (2nt — 5) (i) f(x) = \/gcos (%t + 7T) + \/g
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