MATHEMATIK 2
FOURIERMETHODEN
VERSION 14. Miarz 2024

LISIBACH ANDRE

1. FOURIERREIHEN

In Ingenieuranwendungen treten oft periodische Funktionen auf. IThre Darstellung
durch eine Summe aus einfachen periodische Funktionen, wie der Sinus- und Kosinus-
funktion, ist von grosser praktischer Bedeutung. Diese Darstellung fiihrt auf die Fourier-
reihe.

1.1. Periodische Funktionen. Eine Funktion f : R — R heisst periodisch mit Periode
T, falls ein T > 0 existiert, so dass

fE+T) = f(t)

fiir alle t € R. Der Graph einer periodischen Funktion entspricht einer periodischen
repetition des Graphen in jedem Intervall der Léange T

A\ A\
.,
<

Im folgenden werden wir, falls nicht anders vermerkt, mit ¢ die Zeit bezeichnen. Die
Frequenz v und die Winkelfrequenz w sind gegeben durch

1 9 2
V=~ =2y = —.
, w T -

Beide Grossen besitzen die Einheit é = Hz. Beispielsweise besitzt die Funktion
u(t) = Asin(3t)

die Kreisfrequenz w = 3 und Periode T = %’T
Aus f(t+T) = f(t) folgt: Ist T eine Periode der Funktion f(t), so ist jedes ganzzahlige
Vielfache von T" auch eine Periode von f(t), i.e.

J(t+nT) = f().

Die kleinste Periode T' einer Funktion f(¢) heisst Grundperiode der Funktion f(t).
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1.2. Trigonometrische Reihe. Die Funktionen
sin(wt), cos(wt),

besitzen eine Grundperiode von T = %’r Diese Grundperiode T ist auch eine Periode
der Funktionen

sin(2wt), sin(3wt), sin(4wt),
cos(2wt), cos(3wt), cos(4wt),

Somit besitzt auch jede Linearkombination dieser Funktionen wie zum Beispiel
7
g(t) = sin(wt) + 3 cos(3wt) — 5sin(17wt)

die Periode T' = 27,
Wir erweitern diese Betrachtung nun auf einen Ausdruck mit beliebig vielen Termen.
Eine trigonometrische Reihe ist ein Ausdruck der Form

% + i (an cos(nwt) + by, sin(nwt)).

n=1

Hierbei sind

ap, a1, a2, as,
b17 b2) b37

die Koeffizienten und t die Variable der trigonometrischen Reihe. Falls die obige unend-
liche Summe (Reihe) konvergiert, so besitzt die Grenzfunktion auch die Periode T = 2.

In einem néchsten Schritt schrianken wir uns auf periodische Funktionen mit Periode
T = 27 (i.e. w = 1) ein und nehmen an dass sich eine periodische Funktion f(z) als
trigonometrische Reihe schreiben lésst, i.e.

f(z) = % + i (an cos(nx) + by, sin(nw)).
n=1

Im folgenden suchen wir Ausdriicke fiir die Koeffizienten dieser Reihe, Dazu benétigen
wir die trigonometrischen Orthogonalititsrelationen.

1.3. Orthogonalitédtsrelationen.

Theorem 1.1 (Orthogonalitdtsrelationen). Sei m,n € N. Wir haben

2
/ cos(mz) cos(nz)dr = { 0 m#n,
0 T m=n,

2
/ sin(mz) sin(nx)dx = { 0 m#n,
0 T m=n,

27
/ cos(mz) sin(nz)dz = 0.
0

Bevor wir einen rigorosen Beweis geben, illustrieren wir die zweite Gleichung davon
fiir m = 1, n = 2 grafisch. Dazu betrachten wir die Graphen y = sin(z), y = sin(2z) im
Intervall [0, 27]:
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y = sin(x)

Im Intervall [0,7/2] sind beide Funktionen positiv, i.e. ihr Produkt ist positiv und es
ergibt sich in diesem Intervall ein positiver Beitrag fiir das Integral. Im Intervall [7/2, 7]
ist y = sin(z) positiv und y = sin(2x) negativ, i.e. das Produkt ist negativ und es ergibt
sich ein negativer Anteil fiir das Integral. Aus Symmetriegriinden der beiden Funktionen
beziiglich z = 7/2 sind die beiden Anteile vom Betrag her genau gleich gross und heben
sich somit auf. Dieser Effekt wiederholt sich im Intervall [7, 27]. In der folgenden Grafik
sind die entsprechenden Anteile grau eingeférbt:

Durch diese Aufhebungen ergibt sich

2m
/ sin(x) sin(2x)dx = 0.
0

Den rigorosen Beweis fithren wir fiir die zweite Orthogonalitétsrelation. Wir schreiben
die Sinusfunktionen mit Hilfe von'
sin(p) = —————
() o

Somit haben wir

2m 2 _jmz _ —jmx Jjnx __ ,—jnc
e e e e
/ sin(mx) sin(nx)dx = / , : , dx
0 0 2j 2j

2
_ _% / <6j<m+n>:c — et _ gitnmm)e =iz g,
0

Ab hier unterscheiden wir die beiden Falle m = n und m # n.
Im Fall m = n haben wir
1

2w 27
/ sin(ma) sin(nx)dx = ~1 / (eﬂmz -2+ 6_92"“) dz
0 0

LAus der Euleridentitit
€% = cos(p) + jsin(p).
folgt
™77 = cos(—p) + jsin(~¢),
— cos(ip) — jsin(),
wobei wir fiir die zweite Zeile verwendet haben dass cos(x) eine gerade und sin(z) eine ungerade Funktion

ist. Die im Text verwendete Gleichung fiir den Sinus ergibt sich aus der Differenz e/? — e ™7,
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wobei wir verwendet haben dass

2 .
2T j2kx Jjdkm _ 1
j2ka g, _ © = ¢ =0 fir keZ\{0} 1
/0 s = S =0 fir keZ\(0) (1)
0
Im Fall m # n haben wir
2 1 2 ) ) ) )
/ sin(ma) sin(nz)de = —— / (ej(’”””“")’C — efm=mz _ pj(n—mjz | e_](m+”)x> dx
0 4 Jo

=0,

da alle auftretenden Integrale von der Form (1) sind. Der Beweis der anderen beiden
Orthogonalitdtsrelationen verlduft analog.

1.4. Fourierkoeffizienten. Sei f(x) eine 2m-periodische Funktion. Im folgenden neh-
men wir an, dass wir f(z) als trigonometrische Reihe schreiben konnen, i.e. wir nehmen
an dass

— ?O + ni::l (an cos(nx) + by, sm(nx)) (2)

gilt und bestimmen die Koeffizienten

1.4.1. Bestimmung von ag. Wir integrieren (2) von 0 bis 27:

2m f(z)dr = /027T (a20 + i <6Ln cos(nz) + by, sin(nx))) dx
2

2w
ap .
=5 dx + E (an/ cos(nz)dz + by, /0 Sln(n;u)d:t)

0

= aom,

wobei wir fiir die zweite Zeile die Linearitit des Integrals verwendet haben? und fiir die
dritte Zeile haben wir verwendet dass alle Terme in der Summe verschwinden, weil

27 : 27 2 _ 27
/ COS(nx)dx — M — 0’ / Sln(nx)dl' — M — 0
0 o 0 n 0
Somit folgt
1 2
ap = TF/ f(x)da:
0

2Fiir zwei Summanden:

J@ +g@nds = [ s+ [ g

/Zfz(x)dx = Z/fz(x)dx

Fiir beliebige Summe:
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1.4.2. Bestimmung von a,. Sei m € N. Wir multiplizieren (2) mit cos(mz) und integrie-
ren von 0 bis 27:
o0

2T 2T a
(x) cos(mzx)dx = /0 (20 cos(mz) + Z <an cos(nx) cos(mx)

0 n=1

+ by, sin(nx) cos(mx))) dx

2m > 2m
= (;0/ cos(mx)dx + Z (an/ cos(nz) cos(mx)dx
0 0

n=1
2m
+bn/ sin(nx) cos(mzx)dz |.
0

Der erste Term dieses Ausdrucks ist

ap [*" ag sin(max) o
— cos(mx)dx = ————=

=0.
2 0 2 m

0

Alle Terme in der Summe welche Sinusfunktionen beinhalten verschwinden wegen der
dritten Orthogonalitétsrelation, i.e. es gilt

2T
bn/ sin(nx) cos(max)dz = 0.
0

Aus der ersten Orthogonalitétsrelation folgt: Die Terme in der Summe welche nur Kosi-
nusfunktionen beinhalten verschwinden, mit Ausnahme des Terms mit dem Koeffizienten
Gm:

— 27

Z an/ cos(nx) cos(mx)dz = ap,.
n=1 0

Es gilt somit

27

(x) cos(mzx)dxr = amm
0
und wir haben die folgende Gleichung fiir den Koeffizienten a,,:
1 27
Uy, = — (x) cos(mzx)dx.
T Jo

1.4.3. Bestimmung von b,. Die Rechnungen sind analog zur Bestimmung des Koeffizi-
enten ay, jedoch wird (2) mit sin(ma) multipliziert und die zweite und dritte Orthogo-
nalitétsrelation verwendet. Man erhélt

1 2m

by, = — (z) sin(mzx)dz.

T Jo
1.5. Fourierreihe fiir 2m-periodische Funktionen. Wir schreiben die obigen Be-
trachtungen und Folgerungen als:

Theorem 1.2. Sei f(x) eine 2mw-periodische Funktion, welche sich schreiben ldsst als

f(z) = % + i (an cos(nx) + by, sin(nm)).
n=1
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Dann sind die Koeffizienten in dieser Gleichung gegeben durch

1 2w 1 2w 1 2m
ap = / f(x)dzx, an = — (x) cos(nx)dzx, by, = / f(x)sin(nz)dz.
T Jo T Jo T Jo
Der obige Ausdruck fiir f(z) heisst Fourierreihe der Funktion f(x), die Koeffizienten
ag,a1,a9,...,b1,bo, ... heissen Fourierkoeffizienten.
Bemerkungen:

(i) Fir Bedingungen an die Funktion f(z), welche die Schreibweise der Funktion
f(z) als trigonometrische Reihe erlauben siehe spéter.
(ii) Die Integrale tiber das Intervall [0,27] konnen ersetzt werden durch Integrale
iiber ein beliebiges Intervall der Lénge 27, e.g.
1 2 1 s
an = — (z) cos(nx)dx = — f(z) cos(nz)dx.
T Jo T )
Dies folgt aus der Periodizitat der Integranden.
(iii) Der Koeffizient ag ist gleich dem doppelten Mittelwert der Funktion f(x). Somit
ao

ist der erste Term in der Fourierreihe, i.e. 5, der Mittelwert der Funktion.

1.6. Beispiel: Rechtecksfunktion. Sei f(x) die 2m-periodische Funktion mit

ro={ ;NS

T <z <2
Y,
I/ A — - v=J)
0 §7r 1277 i?ﬂr 1477 .
B PR ‘ .

Wir bestimmen die Koeffizienten unter Verwendung der obigen Gleichungen:

1 27

a = — ; f(z)dz =0,
0 = % 0% () cos(na)da = % ( /O "1 cos(na)dz + /ﬂ Ay cos(nx)dx)
e e N
_ % (Sin(nﬂ') _ in(0) — sin(n2) + sin(7r)> 0,
by = % /0 ) sin(na)de % ( /0 "1 sin(na)dz + /ﬂ any sin(nx)dx)
1 (—cos(na;) " —cos(nz) 2”)
T n 0 n -

_ % ( — cos(nm) + cos(0) + cos(n2) — cos(mr))

= 2 (1 = cos(nr)) = {

0, n gerade,

4 n ungerade.

nm prpmg)
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Somit kommen in der trigonometrischen Reihe nur die Summanden mit Koeffizienten

b, = % mit ungeradem n vor, i.e. die Fourierreihe ist

f(z) = % + i (an cos(nx) + by, sin(n:c))

n=1

(sin(x) + %sin(?)x) + %sin({’)x) 4. ) .

SEIES

Dies lasst sich schreiben als

fa) =23 2n1_ sin((2n — 1)a).
n=1

Fiir die folgende grafische Darstellung brechen wir die Reihe nach dem ersten, dem
zweiten, dem dritten und dem achten Term ab. Solche Ausdriicke, in welchen nur eine
endliche Anzahl Terme der Fourierreihe verwendet werden heissen Partialsummen. Die
Partialsummen dienen als Approximation von f(x).

Y
1 ‘ —y=f(z)
| — y = %sin(x)
T 27 "
>
0 i \
_14 | |
Y
1 ‘ —vy=f(z)
| —y=4 (sin(aj) + %sin(f’)l‘))
T 2T T
-
0 | i
_1 | |
Y
1 ‘ —y=f(z)
\ — y = 2 (sin(z) + % sin(3z) + L sin(5z))
| 27 "
.
0 ] i
_1 | |
ylk
1 ‘ —y=f(x)
— y =2 (sin(z) + §sin(3z) + £ sin(5z) + ...
T 27 1.
0 - ...+ £ sin(17z))

1.7. Erste Eigenschaften der Fourierreihe. Im folgenden benutzen wir die Notation
F
f(ID) ——= agp, an, by

um die Zuordnung der Fourierkoeffizienten ag, a,, by, zu einer Funktion f(z) darzustellen.
Zur Tllustration verwenden wir als Basis die Rechtecksfunktion, welche wir hier mit ¢(z)
bezeichnen, und ihre Fourierreihe:
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Yy y=q(x)
(ZL‘)_ 1, 0§$<7'['7 — 1—— — -
q - —1, TI'S.’L'<27T 7271—: 77-(-3 0 iﬂ_ :271_
4 1 I 1 1 I >
= — Z — sin(nx). | 1 ! !
s n R [EE— I
n ung.

1.7.1. Vertikale Verschiebung. Wird zur Funktion f(z) eine Konstante C' dazu addiert
dann andert sich nur der Fourierkoeflizient ag:

flx)+C i>ao +2C, an, by

Wir illustrieren diese Eigenschaft am Beispiel f(x) = ¢(x) + 1:

y=q(x)+1
| 2 1 |
l | 1t | l
| | | N
—2m = 0 ™ 2m
Die dazugehorige Fourierreihe ist
4 K1
—14 = it
f(z) + - Z - sin(nz)

1.7.2. Homogenitdt. Wird die Funktion f(z) mit einer Konstanten C' multipliziert, dann
andern sich die Fourierkoeflizienten wie folgt:

Cf(z) —= Cag, Can, Cby,

Wir illustrieren diese Eigenschaft am Beispiel f(x) = 3¢(x):

Y y = 3q(z)
L 3 - I
| | 2T 1 |
A
; ‘ ‘ ; -z
—2mr - 0 ' ' 2m
1 =1 1
: : -2 :
R I P
Die dazugehorige Fourierreihe ist
12 & 1,
fz) = — Z - sin(nz).
n=ung.
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1.7.3. Additivitdt. Sei g(z) eine 2m-periodische Funktion mit Fourierkoeffizienten ag, o,

.
by, i.e.

g(.fC) i> aEk)a a:w b;kl

Wir betrachten die Funktion f(x) 4 g(z). Seien do, @y, by, die Fourierkoeffizienten der
Funktion f(z) + g(z). Fir a, gilt nun beispielsweise

~—l o T x)) cos(nx)dx
=1 [ @)+ gla) costra)d
1 27 1 27
- /0 ( () cos(nr)dr + ~ /0 (9(x)) cos(nz)de
=ay+a,.

Analoge Gleichungen gelten fiir die Koeffizienten ag, b};. I.e. wir haben

F@) + g(z) =L ap + af, an + a%, by + b |

Bemerkungen:

(i) Die Eigenschaften Homogenitat und Additivitéat zeigen dass es sich bei der Bil-
dung der Fourierkoeffizienten um einen linearen Prozess handelt.

(ii) Die Eigenschaft der vertikalen Verschiebung ist der Spezialfall der Additivitét
mit g(x) = C. In diesem Fall besitzt g(z) die Fourierreihe g(x) = C, i.e. a§ =
2C.

1.8. Fourierreihe fiir T-periodische Funktionen. Sei f(¢) eine T-periodische Funk-

tion. Wir definieren x = wt, wobei w = 2% Es folgt dass die Funktion

eine 2m-periodische Funktion ist. Somit haben wir

g(x) = % + i (an cos(nx) + by, sin(nw))

n=1
mit
1 27 1 2w 2
=2 [To@dr o= [ oweostnatdn,  bo=1 [ gte)sintneie
™ Jo ™ Jo ™ Jo

Diese Koeffizienten lassen sich nun in Form von Integralen der Funktion f(¢) ausdriicken.

Beispielsweise:
1 2m 1 s T 9 T
o= [o@ar == [T (E)ae =2 [ po

wobei wir in der letzten Gleichung die Substitution x = wt verwendet haben. Analoge
Gleichungen gelten fiir die Koeffizienten a,,, b,. Die gleiche Substitution {iberfiihrt die
obige Reihe fiir g(z) in

ft) = %0 + i (an cos(nwt) + by, sin(nwt)).

n=1

Wir halten diese Erkenntnisse fest:
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Theorem 1.3 (Fourierreihe von T-periodischen Funktionen). Sei f(t) eine T-periodische
FPunktion, welche sich schretben lisst als

f(t) = % + Z (an cos(nwt) + by, Sin(nwt)),
n=1

wobet w = 2% Dann sind die Koeffizienten in dieser Gleichung gegeben durch

T T T
ap = % /0 fydt,  an = % /0 f(t) cos(nwt)dt, by = % /O f(t) sin(nwt)dt.

Bemerkungen:

(i) Fir Bedingungen an die Funktion f(t), welche die Schreibweise der Funktion
f(t) als trigonometrische Reihe erlauben siehe spéter.

(ii) Die Integrale tiber das Intervall [0,7] konnen ersetzt werden durch Integrale
iiber ein beliebiges Intervall der Lange T, e.g.

9 [T o [T/2
ap = / f(t) cos(nwt)dt = / f(t) cos(nwt)dt.
T Jo T ) 12
Dies folgt aus der Periodizitédt der Integranden.
(iii) Im folgenden werden wir als Variable stets ¢t verwenden. Oft spielt ¢ die Rol-
le der Zeit, dies muss aber nicht immer der Fall sein. Die Einheiten werden
weggelassen.

1.9. Paritat. Eine Funktion f(z) heisst gerade Funktion, falls
f(=z) = f(z).

Ein typisches Beispiel einer geraden Funktion ist f(x) = cos(z). Eine Funktion f(x)
heisst ungerade Funktion, falls

Ein typisches Beispiel einer ungeraden Funktion ist f(x) = sin(z).

Sei im folgenden 7 > 0 eine Konstante. Integrale von geraden und ungeraden Funk-
tionen {iber dem Intervall [—7, 7] lassen sich folgendermassen vereinfachen: Sei f(z) eine
ungerade und g(x) eine gerade Funktion. Es gilt

TT f(x)dxr =0, / g(z)dx = Z/OT g(x)d.

-7

T

Diese Eigenschaften lassen sich durch die Flacheninterpretation des Integrals erkléren:

v, y = f(x) Y, y=g(z)

o T " / —7 T \x

Fiir die Fourierreihen von geraden und ungeraden Funktionen ergeben sich nun die fol-

genden Konsequenzen:
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(i) Sei f(t) eine gerade Funktion mit Periode T'. Dann folgt

T T/2 T/2
0o = ;/0 F(t)dt = ;/ F(t)dt :% F(t)dt

—T/2

9 (T 9 [T/2 4 [T/2
= / f(t) cos(nwt)dt = / f(t) cos(nwt) dt = / cos(nwt)dt,
T 0 T T/2T T 0
gerade

9 [T 9 [T/2
= — / f(t)sin(nwt)dt = — / f(t)sin(nwt)dt =0
ungerade

und die Fourierreihe ist

f(t) = % + i an, cos(nwt).

n=1

(ii) Sei f(t) eine ungerade mit Periode T'. Dann folgt

/ F(t)dt = /i/;f(t)dt: ,

T/2
= = / f(t) cos(nwt)dt = 2 / f(t) cos(nwt) dt = 0,
T Jo T T/2
ungeradae

T/2 T/2
/ f(t) sin(nwt)dt ;/ f(t)sin(nwt) dt = ;/0 sin(nwt)dt

und die Fourierreihe ist

Wir halten diese Erkenntnisse fest:

Theorem 1.4 (Fourierreihe von geraden und ungeraden Funktionen). Die Fourierreihe
einer geraden Funktion f(t) mit Periode T ist eine Fourier-Kosinusreihe

ft)= % + Z an, cos(nwt),
n=1

wobei

4 T/2 4 T/2
= _ t)dt n= = t)dt
a0 = ; f(t)dt, a T/o cos(nwt)

Die Fourierreihe einer ungeraden Funktion f(t) mit Periode T ist eine Fourier-Sinusreihe

= Z by, sin(nwt),
n=1

wobei

T/2
by, = / sin(nwt)dt.
0
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1.10. Periodische Erweiterungen. Oft ist eine Funktion nur auf einem Intervall gege-
ben und trotzdem soll eine Darstellung dieser Funktion als Fourierreihe gefunden werden.
Dies wird durch eine periodische Fortsetzung der gegebenen Funktion auf ganz R erreicht.
Fiir die Fortsetzung gibt es mehrere Moglichkeiten von welchen wir drei besprechen.

Sei f(t) eine gegebene Funktion, definiert fiir ¢t € [0, 7). Zur Illustration (i.e. fiir das
Zeichnen der Graphen) verwenden wir im folgenden die Funktion

f)=1* fir 0<t<7=1.

Wir erweitern die gegebene Funktion nun zu einer periodischen Funktion, welche auf
ganz R definiert ist. Wir betrachten drei Moglichkeiten:

(i) Periodische Erweiterung. Dazu wird die Funktion unter Verwendung der Periode
T = 7 =1 periodisch auf R fortgesetzt. Es ergibt sich:

’
’
’

! ! !
| | |
| | |
| | |
—2 ~1 1 2 3

Die Fourierkoeffizienten dieser Erweiterung berechnen sich mit den iiblichen
Formeln.

(ii) Gerade Erweiterung. Dazu wird die Funktion zuerst auf das Intervall [—7, 7]
gerade erweitert und dann als 27-periodische Funktion periodisch auf R fortge-
setzt. Es ergibt sich:

Die dazugehérige Fourierreihe ist eine Fourier-Kosinusreihe. Die Fourierkoeffizi-
tenten sind gegeben durch

2 (7 2 (7
ag = / f(t)dt, an = / f(t) cos(nwt)dt, bn =0,
T Jo T Jo

wobei w = /7.
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(iii) Ungerade Erweiterung. Dazu wird die Funktion zuerst auf das Intervall [—7, 7]
ungerade erweitert und dann als 27-periodische Funktion periodisch auf R fort-
gesetzt. Es ergibt sich

/

!
|
|
|
’ |
|
|
!
!
|
|
|

.

-3 2 -1

Die dazugehorige Fourierreihe ist eine Fourier-Sinusreihe. Die Fourierkoeffizi-
tenten sind gegeben durch

2 T
ap =0, an =0, by, = / f(t) sin(nwt)dt,
T Jo
wobeil w = /7.

1.11. Komplexe Darstellung der Fourierreihe. Unter Verwendung von

ej‘P _|_ e*].QO ej%o — efjip
cos(p) = =5 sinlp) ==
schreiben wir die Fourierreihe als
o
ft) = % + Z (ay, cos(nwt) + by, sin(nwt))

n=1

ejnwt + efjnwt ejnwt _ efjnwt

o
ag
_——+§j +5b
2 1<a" 2 " 27 )

o
a 1 . ; 1 N
= 50 +) <(an — jbn)el™ + 5 (an +jbn)e Wt) :

2
n=1
Wir definieren
ao 1 . 1 .
00_37 ani(an_]bn)a Cfnzi(an + jbn), n=123,...

Diese Grossen heissen komplexe Fourier Koeffizienten. Unter Verwendung dieser wird
die obige Fourierreihe zu

00
f(t) =co+ Z (Cnejnwt + c_ne—jnwt)
n=1

Der Ausdruck auf der zweiten Zeile heisst komplexe Fourierreihe.
Aus den Formeln fiir die Fourierkoeffizienten ag, a,, b, leiten wir die folgenden Aus-
driicke fiir die komplexen Fourierkoeffizienten her:

a T T ,
w=9 =7 [ 10u=7 [ oo
1
)

Cn = §(an _jbn
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T ;T
= 1/ f(t) cos(nwt)dt — %/0 f(¢t) sin(nwt)dt

/ cos (nwt) — j sm(nwt)) dt

=cos(—nwt+j sin(—nwt))

= / f f]nwtdt

Con (an + jby)
/ cos (nwt) + 3 sm(nwt))dt
— / f J"‘”tdt
Diese Ausdriicke gelten fiir n = 1,2, 3.... Wir sehen dass die komplexen Fourierkoeffizi-

enten alle durch den gleichen Ausdruck

1 [T ot
= — t)e 7™t
5| e

gegeben sind.
Bemerkungen:

(i) Es gilt c—,, = 5.

(ii) Die reelle und die komplexe Darstellung der Fourierreihe sind gleichwertig. Ein
Vorteil der reellen Darstellung ist die direktere Interpretation der Amplituden
als physikalische Grosse. Ein Vorteil der komplexen Darstellung ist ihre kom-
pakte Schreibweise.

(iii) Die Umrechnung von der komplexen in die reelle Darstellung ist durch die Glei-
chungen

ag = 2¢g, a, = 2Re(cp), by, = —2Im(cy,)
gegeben. Diese Gleichungen folgen aus den obigen Gleichungen fiir die komple-

xen Koeffizienten gegeben durch die reellen Koeffizienten.

1.12. Zeitverschiebung. Die komplexe Darstellung einer Fourierreihe erlaubt einen
einfachen Zugang zur Fourierreihe von zeitverschobenen Funktionen.
Sei f(t) eine T-periodische Funktion mit Fourierreihe®

ft) = chej”m.

n

Wir betrachten die zeitverschobene Funktion

gt) = £t - a).

Seien ¢, die Fourierkoeffizienten von g(t), i.e. g(t) besitzt die Fourierreihe

g(t) = Zénejnwt-

n

3Werden bei einer Summe fiir den Laufindex n keine weiteren Angaben gemacht, so wird davon
ausgegangen dass n die gesamten ganzen Zahlen durchlauft, i.e.

§ Sn = § Sn.

n=-—oo

14 Lisibach, 2024



Fiir die Koeffizienten ¢, gilt
~ 1 T —Jnwt
Cn = T/o g(t)e dt
_ 1 e ft— —jnwt gy
T /a aje

1 [T ,
=7 / f(u)e_]"w(“+“)du
0

— e—jnwacn.

Hierbei haben wir fiir die zweite Zeile das Integrationsintervall auf [a, a 4+ T] verschoben
und f(t) = g(t — a) gesetzt. Fir die dritte Zeile haben wir die Substitution u =t — a
verwendet. Wir sehen dass die Fourierkoeffizienten von f(t) und g(t) = f(t — a) um die
Phase e~7™% verschoben sind, die Betriige aber gleich bleiben. I.e.

Gy = e Imwae |én| = |cnl

1.13. Darstellung durch Amplituden und Phasen. Wir kénnen die Fourierreihe
auch in folgender Form schreiben:

ft) = % + Z Ay, cos(nwt + ¢p).

n=1

Mit A, > 0 und —7 < ¢ < 7. In dieser Schreibweise heissen A,, Amplituden und ¢,
Phasen. Die Amplituden und Phasen lassen sich aus der bis jetzt verwendeten reellen
Darstellung berechnen mit

A, =+a2 + b2, tan(¢n) = fb—n,

oder aus den Koeffizienten der komplexen Darstellung durch
Ap = 2|Cn|a Pn = arg(cn)'

Hinweis: Falls a,, = 0 kann die Formel tan(p,,) = —Z—Z nicht verwendet werden. In diesem
Fall kénnen die Phasen aus

by, sin(nwt) = A, cos(nwt + @)

abgelesen werden, i.e. die Phasen betragen ¢, = +7.

1.14. Spektrum. Das Spektrum ist die grafische Darstellung der Fourierkoeffizienten
ag, an, by, in Abhéngigkeit der Vielfachen von w. Wir illustrieren am Beispiel der Recht-
ecksfunktion

1, 0<t<T)2,
f(t)_{ 1, T/2<t<T.

Diese Funktion besitzt den Graphen:
Yy

L — —-- y=f(t)

15 Lisibach, 2024



In der Signalverarbeitung wird die Darstellung y = f(¢) Darstellung im Zeitbereich
genannt. Die dazugehorige Fourierreihe ist

flt) = = Z Esm(nwt),
n ung.
i.e. die Fourierkoeflizienten sind
4 4 4
a():(), an:(), blzf, bQZO, b3:7’ b4:0, b5:7’
T 3T 5%

Die Darstellung der Koeffizienten (auch genannt Amplituden) heisst Amplitudenspek-
trum:

bn
4/m

v#l#l#!#!# >
1 2 3 45 6 7 8 910 w

Die ganzen Zahlen auf der horizontalen Achse entsprechen Vielfachen der Frequenz w. In
der Signalverarbeitung wird diese Darstellung Darstellung im Frequenzbereich genannt.

1.14.1. Frequenzinderung, Einfluss auf Spektrum. Sei f(t) eine T-periodische Funktion.
Und sei w = 27/T die dazugehoérige Grundfrequenz. Wir betrachten die zeitlich skalierte
Funktion

wobei a eine Konstante ist. Die Funktion f(t) ist aT-periodisch und die Grundfrequenz
ist @ = w/a. Betrachten wir nun beispielsweise die Berechnung des Fourierkoeffizienten
an, so sehen wir

2 [T .

ap, = ~/ f(t) cos(nwt)dt
T Jo
) aT

t nwt
= ﬁ ) f (a) COS (a> dt
2 T
= T/o f(u) cos(nwu)du

= Q.

Das heisst die Fourierkoeffizienten &ndern sich der Grosse nach nicht, jedoch gehoren die
jeweiligen Koeffizienten zu den skalierten Frequenzen nw = nw/a. Das Spektrum wird
somit horizontal um den Faktor % gestreckt.

Wir betrachten als Beispiel die obige Rechtecksfunktion f(¢) und die skalierten Funk-
tion f(t/2), f(2t). Die Spektren sind
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4/mt
Spektrum f(t)

4/mt

Spektrum f(2t)

#v###v###l >
T2 34 5 6 7 8 910 v

Man beachte dass wir in den drei Spektren auf der horizontalen Achse vielfache der
Grundfrequenz w der Funktion f(t) aufgetragen haben.

1.14.2. Spektrum, komplexe Form. Wir illustrieren am Beispiel der 2w-periodischen Funk-
tion
ft)=t, fir te[-mn).
Wir haben (siehe Aufgabe 21)
_ l _1\n jnwt
f) =3 Ly,
n#0

ie.

co =0, Cn = l(—l)".
Fiir die grafische Darstellung der Fourierkoeflizienten der komplexen Darstellung der

Fourierreihe stellen wir den Betrag der Koeffizienten in Abhéngigkeit der zugehdrigen
Vielfachen der Grundfrequenz w dar, Dieser Betrag ist

1

I 1y

Wir erhalten das Spektrum:

!!!!!!lll,‘,,,,,,,,,
-10-9 8 -7 6 -5-4-3-2-1012 3 45 6 7 8 910

Die Phasen der Fourierkoeffizienten sind
_ l 1\ l j(m/24nmw) )| _ _71-/27 n ungerade7
arg(cy) = arg (n( 1) > = arg (ne =\ +7/2. n gerade,

Das entsprechende Spektrum ist
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arg(cn

III‘A’

-1'0|-'8|-'6|-' -ZL I(Ialslslllo|

1.15. Spektrum in Amplituden und Phasenschreibweise. Fiir die 2m-periodische
Funktion

ft)=t, fir tel[-mmn).

haben wir

B 2 B | —m/2, n ungerade,
Ap =2|cn| = o on = arg(cn) = { +7/2, n gerade,

Somit sind die Spektren:

Ay
2
|I!!I!I|| - W
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pn
7‘-’
2
| | o

[N I B —
NN

1.16. Multiplikationssatz.

Theorem 1.5. Die Funktionen f(t), g(t) mit gemeinsamer Grundperiode T = 2m/w
besitzen die Fourierreihen

_ Zcmejmwt, g(t) — Zdnejnwt.
m n
Es gilt

T
7| e =3 e,

Beweis: Wir haben

T T
% /0 F(t)g(t)dt = % /0 (;cmejmm> (zn: dnejm>

= — / Terme der Form c¢,,d,,e’™te/™ mit m = —n

+ Terme der Form ¢, d,e’™ /™ mit m fn> dt.

Terme der Form ¢,,d,e?™teI™* mit m = —n ergeben den folgenden Anteil an das obige

Integral:
1 (T . 1 [T
T /0 cmdne](mﬂ)”tdt:f /0 Condndt
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1 T
= cmdn—= / dt = cpdy, = cpdy,,
T Jo

wobei wir verwendet haben dass d,, = d_,, = d,,, (wegen m = —n). Die Summe dieser
Terme liefert somit den folgenden Anteil an das obige Integral:

S it

m

Terme der Form ¢, d,e?™“'eI™! mit m # —n ergeben den folgenden Anteil an das obige
Integral:

T T
1/ Cmdnej(m—l—n)wtdt — Cmd”/ ej(m+n)wtdt

. T
emdy, € (m+n)wt

TT Jjim+n)w o

Ccmd. -
_ min j(m+n)2r 1) =0
Tj(m+ n)w <6 ) ’

i.e. der Anteil dieser Terme verschwindet.
Nun verwenden wir den Multiplikationssatz im Fall f(¢t) = g(¢). Wir haben

T
;,/0 f(t)?dtzznjycny?.

Mit
2 9 9
a a b
|CO|2 = 40; |Cn|2 = Re(cn)2 + Im(Cn)2 = 7471 + 44”’7
2 2
_ a b
’C—n|2 = c—nc_n = C’I’Lcn = ‘Cn‘2 = Zn + AZIL

folgt der Satz von Parseval:

Theorem 1.6. Parseval
1 T 2d o 2 CL% 1 2 b2
T 0 f(t) t_znjcn‘ _4_‘_2;(@71—’_ n)

Als Anwendung des Satzes von Parseval betrachten wir eine Spannungssignal f(¢) an
einem Widerstand R = 1. Die momentane Leistung ist P(t) = f(¢)?/R. Die mittlere

Leistung ist somit
=1 T rw? Lot
P== dt = = t)“dt.
7| = [ o

Fiir f(¢) in der Form einer Sinusspannung gegeben durch f(t) = b, sin(nwt) ergibt sich
fiir die mittlere Leistung

Pt /T f(t)2dt = Ly,
T/ 2n
Werden nun die zwei Sinusspannungen
fi(t) = by, sin(njwt), fa(t) = by, sin(nawt)
iiberlagert zu f(t) = f1(t)+ f2(t), so ergibt sich fiir die mittlere Leistung, nach Parseval,
P= ;/OTf(t)%it = %bil + %bfm.
19
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Der erste Term auf der rechten Seite dieser Gleichung ist die mittlere Leistung der
Spannung f1(t), der zweite Term auf der rechten Seite dieser Gleichung ist die mittlere
Leistung der Spannung fo(t). Nach Parseval ist dieses Resultat fiir beliebige Uberla-
gerungen von Sinus- und Kosinusspannungen (der gleichen Grundfrequenz) giiltig. Wir
haben somit die folgende physikalische Formulierung des Satzes von Parseval:

Theorem 1.7. Parseval, physikalische Formulierung: Die mittlere Leistung einer peri-
odischen Spannung f(t) ist gleich der Summe der Leistungen aller harmonischen Teil-
schwingungen.

(Mit harmonischen Teilschwingungen sind die einzelnen Schwingungen der Fourier-
zerlegung gemeint. )

1.17. Konvergenz der Fourierreihe.

1.17.1. Approzimation durch Partialsummen. Fiir eine T-periodische Funktion f(¢) und
flir ein k > 1 betrachten wir die Partialsummen

k
fu(t) = % + Z (an cos(nwt) + by, sin(nwt)),
n=1
wobei die Koeffizienten ag, a,, b, die Fourierkoeffizienten sind, i.e.

ap = ;/OT f(t)dt, an = ;/OT f(t) cos(nwt)dt, by = ;/OTf(t) sin(nwt)dt.

Bei den Partialsummen handelt es sich somit um Fourierreihen, bestehend aus den er-
sten k Termen. Diese Partialsummen liefern eine Approximation fiir die Funktion f(¢)
und je mehr Terme in einer Partialsumme beriicksichtigt werden, desto besser ist die
Approximation. Dieser Effekt wurde bereits auf Seite 7 fiir die Rechtecksfunktion illu-
striert, indem Partialsummen mit einem Term, zwei, drei und neun Termen gezeichnet
wurden.

1.17.2. Verhalten an Sprungstelle. Die Verbesserung der Approximation gilt jedoch nicht
an einer Stelle an welcher die Funktion eine Sprungstelle aufweist. Wir illustrieren am
Beispiel der Rechtecksfunktion

1, 0<t<m,
f(t)_{ -1, 7<t<2nw

und der Sprungstelle bei t = 7. Vergleichen wir die Funktion f(¢) mit der Partialsumme
fr(t) an dieser Stelle, so haben wir
k

D

n=1
n ung.

f(m) = —1, fr(m) = sin(nm) = 0.

SEIS
S

Dies gilt fiir beliebiges k. Die Fourierreihe ist gegeben durch den Grenzwert limg_, o f(%).
Es folgt dass auch die Fourierreihe an dieser Stelle nicht mit dem Funktionswert iiber-
einstimmt:

j;nzg % sin(nm) = lim fi(m) =0 # f(r).

Genau genommen macht also die Schreibweise

(1) :% 3 %sin(nt)

n ung.
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keinen Sinn, da die Funktion an einzelnen Stellen von ihrer Fourierreihe abweicht. Es
handelt sich bei geniigend verniinftigen Funktionen aber nur um einzelne isolierte Punk-
te (im Beispiel der Rechtecksfunktion die Punkte ¢ = 0 und ¢t = 7) und somit wird
iiblicherweise trotzdem diese Schreibweise verwendet.

Im Beispiel der Rechtecksfunktion haben wir fi(7) = 0, i.e. die Approximationen
durch Partialsummen und somit auch die Fourierreihe nehmen den Funktionswert, gege-
ben aus dem Mittelwert des links- und rechtsseitigen Grenzwertes an. Dies gilt allgemein.

1.17.3. Konwvergenz. Zur Konvergenz der Partialsummen zur gegebenen Funktion haben
wir den folgenden Satz:

Theorem 1.8. Sei f(t) eine T-periodische Funktion, welche beschrinkt ist und welche
in einer Periode

(i) eine endliche Anzahl von Mazima und Minima besitzt,
(ii) eine endliche Anzahl von Sprungstellen besitzt.

Dann konvergiert die Fourierreihe von f(t) in jedem Punkt gegen f(t), in welchem f(t)
stetig ist. An Sprungstellen von f(t) konvergiert die Fourierreihe gegen den Mittelwert
aus links- und rechtsseitigem Grenzwert der Funktion f(t).

Bemerkungen:

(i) Wir geben keinen Beweis.
(i1) Mit Konvergenz der Fourierreihe ist die Konvergenz der Partialsummen: limy_, o f% ()
gemeint.
(iii) Die beiden Bedingungen (i), (ii) heissen Dirichletbedingungen. Bei den meisten
Funktionen, gegeben durch reale Signale, sind diese Bedingungen erfiillt.

1.17.4. Geschwindigkeit der Konvergenz. Wir betrachten die Approximationen durch
Partialsummen der folgenden 27-periodischen Rechtecks- und Dreiecksfunktion:

s(z) = 1, 0<z<m, Ha) = Z, 0<z<m,
Tl -1, w<a<2m, 1 2-%, n<r< 2T

Die dazugehorigen Fourierreihen sind

s(z) = % Z %sin(nx), t(x) = % - % Z % cos(nx).

n ung. n ung.

Wir zeichnen die Approximationen si(x), tx(z) mit einem, zwei und drei Termen in
der Summe der Fourierreihe:

Y, Yy
T 2w
> T + > T
0 ‘ ‘ "0 ™ o

114
v, y
1 1
| T 2T
» T + »
0 ‘ | ) T o
_14,
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Y, Y

11

Wir beobachten dass die Approximation durch gleich viele Terme bei der Dreiecksfunk-
tion besser ist als bei der Rechtecksfunktion. Die dazugehérigen Spektren sind:

an
b A
. 1

a1 Spektrum s(x) Spektrum ¢(x)

| | [ \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
L 1 w ‘¢i¢i¢=¢¢ w

Hier haben wir die vertikale Achse unterschiedlich skaliert. Die Skalierung bewirkt dass
der Koeffizient b; der Rechtecksfunktion und der Koefliziente a; der Dreiecksfunktion
vom Betrag her gleich sind. Die Skalierung auf der horizontalen Achse ist in den beiden
Spektren identisch. Beobachtung: Wir sehen dass die Amplituden fiir wachsende Vielfa-
che der Frequenzen beim Spektrum der Dreiecksfunktion schneller abfallen als bei der
Rechtecksfunktion. Dies geht einher mit dem Ausdruck der Amplituden in den entspre-
chenden Fourierreihen:

4 1

S(iU) an—%'\‘g,
4 1
Ho)e o bn=—rgis ~ on

Der Grund dafiir ist die unterschiedliche Regularitidt der betrachteten Funktionen. Die
Rechtecksfunktion weist Sprungstellen auf, wahrend die Dreiecksfunktion stetig ist. All-
gemein gilt: Je reguldrer die betrachtete Funktion, desto schneller die Konvergenz der
Fourierreihe, desto besser die Approximation fiir eine gegebene Anzahl Terme in der
Fourierreihe, desto schneller fallen die Amplituden fiir grossere Frequenzen ab.

1.17.5. Gibbs Phdnomen. Bei der Approximation der Rechtecksfunktion durch die ent-
sprechenden Partialsummen fi(x) (siehe Seite 7) beobachten wir bei der Sprungstelle
bei z = 7 ein Uberschwingen auf der linken Seite dieser Sprungstelle und ein Unter-
schwingen auf der rechten Seite dieser Sprungstelle. Die Breite des Bereichs in welchem
dieser Effekt auftritt wird desto kleiner, je mehr Terme in der Approximation verwendet
werden, i.e. der Effekt konzentriert sich mehr und mehr in der Néhe der Sprungstelle.
Fiir sehr grosse k verschwindet dieses Uber- und Unterschwingen nicht. Das beobachtete
Phénomen wird als Gibbssches Phinomen bezeichnet. Die Hohe der Uberschwingung
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betragt etwa 9% der Hohe des Sprungs und tritt bei allen Sprungstellen auf.

Y, Yy
1 AAS 1 * ~ 0.18
- -
0 T 0 m
11 P~y = frr(z) -1+ —— ¥ = fio00(¥)

1.18. Integral und Ableitung der Fourierreihe.

1.18.1. Integral einer Fourierreihe. Wir illustrieren an einem Beispiel und betrachten
die 2m-periodische Funktion f(¢) mit f(t) =t fir t € [—m, ). Die Funktion f(t) besitzt
die Fourierreihe

n

=3 _2(;1) sin(nt).
n=1

Insbesondere haben wir ag = 0. Unbestimmte Integration ergibt

/ f(tydt = / (i—z(:)nsm(m)> dt

n=1

= i _2(71_1)71 /sin(nt)dt

=C+ i 21" cos(nt).

n2

n=1

Der erhaltene Ausdruck entspricht wieder einer Fourierreihe mit Periode T = 27. Die
Integrationskonstante C' spielt die Rolle von % dieser Fourierreihe. Die Integrationskon-
stante C kann fixiert werden, indem man eine spezifische Stammfunktion betrachtet. Als
Beispiel betrachten wir die 27-periodische Stammfunktion F'(t), gegeben durch

t t 2
F(t):/o f(T)dT:/O TdT:% fir te[-mm).

Die Konstante C' kann nun gefunden werden indem man fiir diese Stammfunktion die
Konstante ag mit der Formel fiir diesen Fourierkoeffizienten berechnet:

2 (T L (™1, w2

71_2

ao
c=22_7
2 6

und die Stammfunktion F'(t) ist gegeben durch

Somit haben wir

71_2 & _1\n
F(t) = 3 + Z 2(n21) cos(nt).
n=1
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Man beachte dass die Funktion f(t) keinen konstanten Anteil besitzt, i.e. der Koef-
fizient ag in der Fourierreihe von f(t) ist gleich Null. Fiir den Fall einer Funktion mit
nichtverschwindendem konstantem Anteil, wie zum Beispiel:

Z

cos(nt)

folgt durch Integration (wir setzen die auftretende Integrationskonstante gleich Null)

/f(t)dt t + Z sin(nt).

Hierbei handelt es sich nicht mehr um eine periodische Funktion und somit ist die Ent-
wicklung in eine Fourierreihe nicht méglich. In der Praxis ist der konstante Anteil eines
Signals oft nicht von Bedeutung und wird zuerst weggefiltert, so dass dieser Effekt nicht
auftreten kann.

Allgemein (jedoch fiir eine Funktion mit ap = 0) haben wir

/ f(t)dt = / (i an cos(nwt) + by, sin(nwt)>

— Z <an / cos(nwt)dt + by, / sin(nwt)dt>

= Z <an sin(nwt) — n cos(nwt)> +C.
= \nw nw

Somit bewirkt die Integration einer Fourierreihe die folgende Transformation der Fou-
rierkoeffizienten (siehe auch Seite 7 fiir die Bedeutung dieser schematischen Darstellung):

f(x) —}—>a0 =0, an,by

o

f
F(t)= [ f@t)dt ——C, Lo an
In der obigen Herleitung haben wir von der ersten auf die zweite Zeile die Integra-
tion mit der unendlichen Summe vertauscht, i.e. wir haben gliedweise integriert. Diese
Operation ist nur unter gewissen Voraussetzungen moglich. Wir haben den Satz:

Theorem 1.9. Sei f(t) eine periodische Funktion, welche die Dirichletbedingungen er-
fillt. Dann darf die Fourierreihe von f(t) gliedweise integriert werden.

1.18.2. Ableitung einer Fourierreihe. Sei f(t) eine T-periodische Funktion mit entspre-
chender Fourierreihe. Wir haben

7f( ) = i (ao i (an cos(nwt) + by, sm(nwt)))

o0

d d
= Z:l <a no cos(nwt) + bn£ sin(nwt))

n=
o
= Z ( — nway, sin(nwt) + nwby, cos(nwt))

n=1
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Somit bewirkt die Ableitung einer Fourierreihe die folgende Transformation der Fourier-
koeffizienten:

F(t) =%t 2 0, nwby, —nway,

In der obigen Herleitung haben wir von der ersten auf die zweite Zeile die Ablei-
tung mit der unendlichen Summe vertauscht, i.e. wir haben gliedweise abgeleitet. Diese
Operation ist nur unter gewissen Voraussetzungen moglich. Wir haben den Satz:

Theorem 1.10. Sei f(t) eine periodische Funktion, so dass f'(t) die Dirichletbedingun-
gen erfillt. Dann darf die Fourierreihe von f(t) gliedweise abgeleitet werden.

1.18.3. Bemerkungen zu Ableitung und Integral.

(i) Die Ableitung fiihrt zu einer Multiplikation der Fourierkoeffizienten a,, b, mit
+nw. Die Hochfrequenzanteile des Signals f(¢) werden somit verstarkt (diese
enthalten meistens das Rauschen), was oft unerwiinscht ist. In diesem Sinne
vermindert die Ableitung die Regularitéit eines Signals.

(ii) Bei der Integration tritt der umgekehrte Effekt auf, i.e. die hochfrequenten An-
teile des Signals werden abgeschwécht. Somit erh6ht die Integration die Regu-
laritat eines Signals, was oft erwiinscht ist.

(iii) Analoge Berechnungen konnen fiir die komplexe Darstellung der Fourierreihe
durchgefiihrt werden. Die Koeffizienten ¢, werden bei der Ableitung mit dem
Faktor jnw und bei der Integration mit dem Faktor ]n% multipliziert.

1.18.4. Anwendung auf gewdhnliche Differentialgleichungen. Wir illustrieren an einem
Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung

)+ 2(t) = (),

wobei y(t) eine 1-periodische Funktion mit y(¢) = ¢ fiir t € [0,1) ist. Le. y(¢) ist die 1-
periodische Ségezahnfunktion mit Amplitude gleich 1. Somit besitzt y(¢) die Fourierreihe

1

[e.9]
1
y(t) = 3T nz:l - sin(n2nt).

Gesucht ist nun eine partikuldre Losung z(t) der obigen Differentialgleichung mit der
gegebenen Funktion y(t). Die partikuldre Losung ist die stationére Losung, i.e. diejenige
Losung welche sich fiir grosse ¢ einstellt. Wir erwarten deshalb fiir z(¢) eine periodische
Funktion mit der gleichen Grundfrequenz wie y(¢). Eine solche Funktion lasst sich in
eine Fourierreihe entwickeln und somit machen wir den folgenden Ansatz fir x(t):

x(t) = % + Z (an cos(n2nt) + by, sin(n27rt)).
n=1

Um diesen Ansatz in der obigen Differentialgleichung verwenden zu kénnen benétigen
wir die Ableitung:

o0

dz .
a(t) = Z ( — n27ay, sin(n2nt) + n27by, Cos(n27rt)) :

n=1
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Einsetzen von z(t) und %(t) in der obigen Gleichung ergibt

(0.9}
Z ( — n2way, sin(n27t) + n27b, cos(n27rt))

n=1

I 1
—|— =04 Z <an cos(n2rt) + by, sm(n27rt)) =3 + ; o sin(n2mt).

Die linke Seite nach Kosmus— und Sinustermen geordnet ergibt

oo o
a . 1 1 .
?0 + ng_l ((n27rbn + ay) cos(n2xt) + (b, — n2may,) sm(n27rt)) =35 + ng_l o sin(n2nt).

Koeflizientenvergleich ergibt das Gleichungssystem fiir ag, an, bn:

ap 1
2 2
n2mb, + a, = 0,
b, — n2ra, = ——.
nmw
Die Losung davon ist
2 1
@0 ’ 4n =7 + 4m2n?2’ " mn + 4m3n3

und somit ist die Fourierreihe von x(t)

R 2 1 '
[If(t) = 5 + ; (m Cos(n27rt) — m Sll’l(n?ﬂ't)) .

Dies ist die gesuchte partikuldre Losung.
Bemerkungen:

(i) Rechnung in komplexer Form:
Fourierreihe der gegebenen Funktion y(t):

y(t) = Z Cnenjwt~

n

Ansatz fiir z(t) und die Ableitung davon:
. d ,
— Z d,e?™t, d—f(t) = Zjnwdnemm.
n n
Eingesetzt in der Differentialgleichung d—m(t) + x(t) = y(t):
Z]nwd ednwt + Zd ejnwt ZC enjwt

Linke Seite geordnet:

Z(]nw—i— 1)d,e/™" = Zc eIt

n
Dies ergibt
Cn
dy = — "
"1+ jnw
und die Funktion x(t) besitzt die Fourierreihe

0ty = 3 et
n

1+ jnw

26

Lisibach, 2024



Dies ist die gesuchte partikuldre Losung.
(ii) Zusammenhang zur Laplacetransformation: Die Transferfunktion von

W)+ 2(t) =yt

ist

1

1+

Somit sind die Fourierkoeffizienten von x(t) gegeben durch

dp, = G(jnw)cy,.

G(s)

1.19. Losung der Wiarmeleitungsgleichung durch Fourierreihen.

1.19.1. Herleitung der Wdrmeleitungsgleichung. Die Basis zur Herleitung der Warme-
leitungsgleichung bildet das Wdrmeleitungsgesetz von Fourier:

7 = —k?u,

wobei wir mit 7 den Warmefluss pro Fliche (senkrecht zu 7), mit u die Temperatur und
mit k die Warmeleitfahigkeit bezeichnen. Das Gesetz besagt somit dass der Warmefluss
pro Fliche proportional ist zum negativen Gradienten der Temperatur.*

Im folgenden betrachten wir einen langen, diinnen und homogenen Stab mit Achse
entlang der x-Achse zwischen 0 und L. Der Stab sei auf seiner Mantelfliche thermisch
isoliert. Folglich hingt die Temperatur nur von der z-Koordinate und der Zeit t ab, i.e.
u = u(t,x). Die y- und z-Komponenten von obiger Gleichung sind dann gleich Null, i.e.
die Gleichung wird zu

B ou
o
Wir betrachten ein kleines Volumen AV des Stabes zwischen x und z + Ax:
Yy
A
AV - T
0 r x4+ Az L

Wir haben AV = AAx, wobei wir mit A die Querschnittsflache des Stabes bezeichnen.
Die innere (thermische) Energie des Volumens AV ist gegeben durch

Q = pcAVu = pcAAzxu,

wobei wir mit p die Dichte und mit ¢ die spezifische Wirmekapazitit bezeichnen.” Wir
nehmen hier an dass die Temperatur im Volumen AV konstant ist. Diese Annahme ist
nur korrekt wenn das Volumen AV infinitesimal klein ist. Wir werden somit im Verlauf
der Herleitung (siehe weiter unten) den Grenzwert lima, o betrachten. Der Wérmefluss
in das Volumen AV ist gegeben durch die Differenz des Warmeflusses bei x und bei
x + Ax:

Wirmefluss in das Volumen AV = A(q(t,x) — q(t,x + Ax)).

4Die Wirmeleitfihigkeit besitzt die SI-Einheit [k] = - und somit ergibt sich fiir den Wirmefluss
¢ die Einheit [7] = %%.
kg

SEinheiten: [p] = =&

kgK
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Die Energieerhaltung besagt nun dass die zeitliche Anderung der inneren Energie des
Volumens AV gleich dem Wéarmefluss in das Volumen AV sein muss:

Q

E(t, x) = A(q(t,z) — q(t,z + Ax)).
Mit dem obigen Ausdruck fiir Q) wird diese Gleichung zu
peABa (1, ) = Alg(t, ) —alt, 2 + Aa),
ie.
ou _q(t,x) —q(t,z + Ax)
pe (1) = 2
_ k%(t’x + Az) — g—g(t, x)
Az ’

Nun betrachten wir den Grenzwert davon wenn Az — 0. Dies fiihrt auf die Warmelei-
tungsgleichung:

ou 0%u

Mit a? = %6 ist dies (ohne Argumente)
o _ a0
ot Ox?

1.19.2. Anfangs- und Randbedingungen. Als Randbedingungen setzen wir
u(t,0) =u(t,L) =0

i.e. die Temperatur am Anfang und am Ende des Stabes soll 0K betragen. Als An-
fangsbedingung geben wir eine Temperaturverteilung zur Zeit t = 0 vor, i.e. wir setzen
u(0,z) = f(z) fir eine gegebene Funktion f(z) und nehmen an dass f(x) # 0. Insgesamt
betrachten wir somit das folgende Anfangs- und Randwertproblem:

ou _ 0%
ot 0x?’
u(t,0) = u(t,L) =0,
U(O,ﬂj) = f($),

wobei die Funktion f(z) und die Konstante a gegeben sind.

1.19.3. Separationsansatz. Wir machen den Ansatz
u(t,z) =T(t) X (z).
Eingesetzt in der Warmeleitungsgleichung ergibt sich”

dT d?X
—X =d*T—=.
at " T a2
Umgeformt (und die '-Notation verwendet) ergibt sich
T/ Xl/
2T X'

6Die Konstante a? heisst Temperaturleitfihigkeit. Einheit: [a?] = %2
"Die partiellen Ableitungen werden zu gewdhnlichen Ableitungen, da die Funktionen T'(t), X (z)
jeweils nur von einem Argument abdngen.
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Die linke Seite dieser Gleichung héngt nur von ¢ und die rechte Seite dieser Gleichung
héngt nur von x ab. Da die Variablen ¢ und x unabhéngig sind, miissen die beiden Seiten
dieser Gleichung konstant sein, i.e. es gilt
/ "
a*T X
fiir eine unbekannte Konstante A. Daraus ergeben sich nun die folgenden beiden gew6hn-
lichen Differentialgleichungen:

1.19.4. Losung der Gleichung X" = AX. Die Randbedingungen u(t,0) = u(t,L) = 0
werden zu X (0) = X(L) =0, i.e. wir haben das Randwertproblem

X" = \X,
X(0)=X(L)=0.
Fiir die Losung unterscheiden wir drei Falle fiir die unbekannte Konstante A:

(i) A = 0: Die Gleichung wird zu X” = 0 mit allgemeiner Losung X (z) = Az + B.
Aus der Randbedingung X (0) = B =0 folgt B = 0 und aus der Randbedingung
X(L)=AL =0 folgt A =0, i.e. wir finden die Losung X (z) = 0. Diese Losung
in den Ansatz u(t,x) eingesetzt fithrt jedoch auf u(t,z) = T(t) X (z) = 0, i.e.
auf eine verschwindende Temperaturverteilung zu jedem Zeitpunkt, was mit den
Anfangsbedingungen einer nicht-verschwindenden Temperaturverteilung nicht
kompatibel ist. Wir verwerfen diese Losung.

(i) A > 0: Sei A = a?. Die Gleichung X” = a?X besitzt die allgemeine Losung
X(z) = Ae®® 4+ Be ™. Aus X(0) = A+ B <0 folgt A = —B. Aus X(L) =
Aet —e—ak) 20 folgt & = 0 und somit X (z) = 0. Wir verwerfen diese Losung
aus dem selben Grund wie in Fall (i).

(iii) A < 0: Sei A = —a?. Die Gleichung X” = —a?X besitzt die allgemeine Losung
X(x) = Acos(ax) + Bsin(ax). Aus X(0) = A 20 folgt A =0. Aus X (L) =
Bsin(al) 20 folgt sin(aL) =0, i.e. L = nm mit n = £1,4+2, 43, ... (der Fall
n = 0 fihrt wieder auf die Losung X () = 0 und wird verworfen). Somit ergibt
sich fiir die unbekannte Konstante A

n?n?

L2’

L.e. wir haben unendlich viele Moglichkeiten fiir die Konstante A. Die dazuge-
horigen Losungen der Gleichung X" = AX sind

Xn(z) = By sin (n—zx) ,

A=—a?=— n=1,23,...

n=1,2.3,...

L.e. wir finden unendlich viele Losungen der Gleichung X” = AX. Jede dieser
Losungen beinhaltet eine (noch zu bestimmende) Konstante B;,.

1.19.5. Lésung der Gleichung T' = a?\T. Die allgemeine Losung lautet T(t) = De@* At
_ n2x?

12

Zusammen mit den moglichen Werten A = (siehe obigen Fall (iii)) haben wir die

Losungen®
n’m2a’t

T, (t) = Dy exp (— 72

), n=12.3,...

8Zur iibersichtlicheren Darstellung verwenden wir die Notation exp(z) = €.
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Jede dieser Losungen beinhaltet eine (noch zu bestimmende) Konstante D,,.

1.19.6. Lésung der Wdrmeleitungsgleichung. Aus den obigen Losungen der beiden ge-
wohnlichen Differentialgleichungen erhalten wir die folgenden Losungen der Warmelei-
tungsgleichung

un(t,z) = T (t) Xn(x)

2,2 2
t
= nsin(?)exp(—nzf ), n=123,...,

wobei wir C,, = B,D,, gesetzt haben. Die Losungen u,(t,z) erfiillen die Randbedin-
gungen u(t,0) = u(t, L) = 0. Somit erfiillt auch eine beliebige Linearkombination dieser
Losungen die Randbedingungen.

Um die Anfangsbedingung w(0,2) = f(z) zu erfiillen setzen wir als Losung die fol-
gende Linarkombination an

_ ic “in (mrx) o _n27r2a2t
e L )P 2 )

Die Anfangsbedingung u(0,z) = f(x) wird zu

x) = icnsin (sz> = f(x).
n=1

Somit sind die C, die Koeffizienten der Fourier-Sinusreihe der Funktion f(z) auf dem
Intervall [0, L]! Diese sind gegeben durch (siche Abschnitt zur Fourier-Sinusreihe)

c, =2 / f(z &n )dm

Diesen Ausdruck in die obige Linearkombination fiir u(¢, ) eingesetzt ergibt die Losung
des Anfangs- und Randwertproblems:

u(t, x) ( / fx sm ) dx) sin (?) exp ( n27£22a2t> .

1.19.7. Beispiel. Als Beispiel betrachten wir die folgende Temperaturverteilung zum
Zeitpunkt t = 0:

0 0<z<i
— L 3L
fl@)=9 1 7 <z<-f,
0 %<a<lL
Y
1 : ; y=f(z)
1 | .
0 L 3L L
4 4

Physikalisch kann man sich den Stab aus drei Teilen des selben Materials und Quer-
schnitts vorstellen, wobei der mittlere Teil die Temperatur v = 1 und die &usseren Teile
die Temperatur v = 0 besitzen und zum Zeitpunkt ¢ = 0 zusammengefiigt werden. Die
dusseren Enden werden auf der Temperatur u = 0 gehalten, was den obigen Randbedin-
gungen entspricht.
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Wir haben

2 (L . [(nTT
Cp= L/o f(z)sin (T) dz
o i

:L/; sin (?) dx:% (cos (%) — CoS <3Z7r>>

Somit ist die Temperaturverteilung im Stab gegeben durch

B > 2 nmw 3nm . /NTT n2mw2a?
u(t,z) = Z — | cos (Z) —cos { —— | | sin (T) exp | =3 t].
1

Das folgende Programm zeichnet die Temperaturverteilung im Stab fiir ¢ = 1, 10, 100, 1000, . ..
Sekunden. Die Stablinge ist L = 1m. Als Material wird Stahl verwendet, was a® ~

107° WTmZ entspricht.

| MATLAB
k=2000;1=200;a=sqrt (10~ (-5));
n=linspace(1l,k,k);x=1linspace(0,1,1);
cn=(cos(n*pi/4)-cos (3*n*pi/4))*2./(n*pi);%Fourierkoeffizienten
F=sin(x.’*n*pi);
for tt=0:1:10
t=10"tt;
u=F*(cn.*exp(-n. 2*pi~2*a~2*t))’;
plot(x,u,’k?)
grid on;axis([0,1,0,1]);
hold on
end
| xlabel (’Position x [m]’);ylabel(’Temperatur [K]’);

Temperatur [K]
e o o o o o
e (9] [e2] ~ [e} ©
T T T T T T
| | | | | |

o
w
T

///////”"‘\\\\\\\ 1

o
o
T
I

o
T
I

o

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position x [m]

o
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2. DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

Bisher haben wir Fourierreihen fiir Funktionen f(¢) berechnet, welche fiir beliebige
t € R definiert sind. Werden aber Messungen durchgefiihrt, so sind die Funktionswerte
nur fiir diskrete t-Werte bekannt. Die Integrale, welche in den Formeln der Fourierko-
effizienten auftreten, miissen somit durch Summen approximiert werden. Diese Appro-
ximation der Integrale durch Summen entspricht der Diskreten Fouriertransformation.
Eine sehr effiziente Berechnung dieser Summen fiihrt auf die FFT (Fast Fourier Trans-
form), welche heutzutage in jeder software die sich mit Fouriermethoden beschéftigt
implementiert ist. Die Effizienz von FFT erlaubt es zum Beispiel Bildverarbeitung mit
Fouriermethoden in Echtzeit durchzufiihren und ist einer der Hauptgriinde fiir die weite
Verbreitung von Fourieranwendungen in der Technik.

2.1. Berechnung der Fourierkoeffizienten. Sei f(t) eine T-periodische Funktion.
Aufgrund einer Messung gehen wir davon aus dass die Funktionswerte von f an N
aquidistanten Punkten

T
ty =k— k=0,1,2,...,N — 1.
k N’ [t b ’

gegeben sind (man sagt auch die Funktion wurde an diesen Punkten ’abgetastet’). Die
Funktionswerte (auch Abtastwerte genannt) an diesen Punkten notieren wir als fj:

T
fe=f(te) = f <I<:N> , k=0,1,2,...,N — 1.
Als Vektor geschrieben
Jo
7o fi
=1

Dies ist der Vektor der Funktionswerte welche gemessen wurden. Da die Funktion f(t)
T-periodisch ist, gilt fo = fn-

Nun approximieren wir die Fourierkoeffizienten ¢,, indem wir nur die diskreten Funk-
tionswerte fi verwenden. Dazu approximieren wir das auftretende Integral in der Formel
flir ¢, mit einer Riemannschen Summe, in welcher wir jeweils die Funktionswerte am
linken Rand der Teilintervalle verwenden:”

1 T ) 1 T N-1 '
Cn = T/o f(t)em " dt ~ TN ;0 foe InKTIN
1IN foe—ink2m/N
N i k ;

9Erinnerung Riemannsche Summe fiir fab g(t)dt:

Sn = b-a Zg(&)~

n

Diese Formel wird mit b —a =T, n = N, g(t) = f(t)e 7" und & = t; = iT/N verwendet. Zusitzlich
lassen wir den Index nicht von 1 bis n sondern von 0 bis N — 1 laufen und nennen ihn k.
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wobei wir fiir die zweite Zeile w = 27 /T verwendet haben. Diese approximativen Werte
fiir die Fourierkoeffizienten ¢, nennen wir y,, i.e. wir haben
1 Nl
— —jnk2m /N
Yn =~ D Jre " :
N k=0
Wegen
| Nl 1 Nl 1 Nl
—j(n+N)k27r /N —jnk2n/N _—jNk2r/N —jnk2m /N
yn+N:Nkae JntN)kar/ :Nkae Jnk2n/N g—jNk2m/ :Nkae k2N =y,
k=0 k=0 —e—dk2m—1 k=0

sehen wir dass sich die ¥, zyklisch wiederholen, genau wie die fr. Das heisst dass
wir durch die obige Gleichung N verschiedene y-Werte bekommen. In einen Vektor
geschrieben:

Yo
Y1
A
YN—-1

Die Abbildung ? — 7 heisst diskrete Fouriertransformierte der Funktion f, oder kurz
DFT. Die Werte im Vektor 7 heissen Spektralwerte.

2.2. DFT-Matrizen. Mit

w = ej2ﬂ'/N

(i.e. w ist die N-te Einheitswurzel) sind die y,, gegeben durch

1N—1
S ok
Nk:O

Dieser Ausdruck hat die Form einer Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor:

Y0 1 1 1 1 fo
" 1 w11 w—12 oo lN-D) 7
Yo _ 114 w21 w22 c 2N o
: N :

YnN—1 1 = (N=D 1 gy=(N=1)-2 wN=0% )\ fy-a

Die N x N-Matrix

1 1 1 1

1 w-11 w12 w-1N=1)
Fy=|1 w21 w22 w—2(N-1)

1 w_(N_l)'l w_(N_l)'2 [P w_(N_1)2

heisst DFT-Matriz. Thre Eintrige sind'”
(FN )i = w ™"

10Erinnerung: (FN)nk ist der Eintrag in der n-ten Zeile und k-ten Spalte, wobein, k = 0,1,..., N—1.
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Mit dieser Matrix ist die diskrete Fouriertransformation gegeben als'!

Y = %FN7

Beispiele:
L1 1 1 1
_ _ 1_ V3 IRRVE]
L =3 +i% —3-J%
2.3. Inverse diskrete Fouriertransformation. Es gilt
FyFy = FyFy = N1, (3)
wobei wir mit 1 die Einheitsmatrix bezeichnen. Beweis:
N-1 N-1
(FNEN) e = > (FN) (BN )i = Y w ™ Hwim
=0 =0
N-1
R N T
=0
N-1
_ wl(m—k)7

=0

Fir k = m ist dieser Ausdruck
N—-1 N—-1
WMk = 1=N.
=0 =0

Fiir k£ # m und mit der Notation z = w™ % ist der obige Ausdruck

N-1 N-1 1 ZN
I(m—k) _ L 2 3. N-1_ 17 -0
l_ow ;Z +z+2z+2"+ +z 1> ,

wobei wir die Formel fiir die geometrische Reihe und fiir die letzte Gleichung 2V =
wNm=k) = ¢i2eN(m=k)/N — ¢j2m(m—k) — 1 verwendet haben. Insgesamt finden wir

— N k=m,
(V) ={ 0 hpm

Dies beweist die erste Gleichung in (3). Die zweite folgt analog.

Somit folgt dass die DFT-Matrix F)y invertierbar ist und
1 —
Fy'= —Fn.
N N N
Folglich gilt

Ty T-ET

Die zweite Gleichung ist die Matrixformulierung der inversen diskreten Fouriertransfor-
mation. Die zweite Gleichung in Komponenten:

N-1 N-1
k ji2mnk/N
fro=D Wy, =Y BTNy,
n=0 n=0

Uper Vorfaktor % wird nicht zu der Matrix Fx hinzugenommen. Dies weil genau dieser Faktor in
vielen Softwarepaketen an einer anderen Stelle 'versorgt’ wird und somit jeweils speziell beachtet werden
muss. Siehe auch den Abschnitt zu FFT mit Matlab.
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2.4. Gegeniiberstellung.

kontinuierlich diskret
o0 N—1
Zeitbereich | f(t) = Z ¢, ein2mt/T i = Z Y R2TIN
n=—00 n=0

N-1
. 1 (T . 1 »
Frequenzbereich | ¢, = 7 /0 f(t)e g2t/ Ty |y = ~ ];0 fre—dnk2m/T

Kurzfassung: Wird die T-periodische Funktion f(t) in konstanten Zeitabstanden At =
T /N abgetastet, so erhédlt man eine N-periodische Folge von Abtastwerten. Von dieser
Folge betrachtet man die ersten N Werte und schreibt sie in einen Vektor 7 Aus
diesem Vektor erzeugt man mittels der obigen Formeln den Vektor 7 der Spektralwerte
(diskrete Fouriertransformation). Aus den Spektralwerten lassen sich die Abtastwerte
wieder rekonstruieren (inverse diskrete Fouriertransformation).

2.5. Fast Fourier Transform (FFT). Die obige Darstellung der diskreten Fourier-
transformation:

Y = %FN?

in Form einer Multiplikation einer Matrix (Fj) mit einem Vektor (?) ergibt dass zur
Berechnung von 7 aus einem gegebenen Vektor ? die Anzahl von N2 Multiplikationen
notig sind. Dies ist in der Praxis oft zu langsam.

Beim Inspizieren der DFT hat man herausgefunden dass bei der Berechnung viele
Faktoren mehrmals auftreten und sich somit durch kleveres sortieren der Eintrédge von

und Organisieren der Multiplikationen der Rechenaufwand reduzieren léasst. Das Ver-
fahren das sich ergab heisst FFT-Algorithmus. Sein Rechenaufwand fiir einen Vektor
mit N Eintrédgen betrigt nur

N logy(N)

Multiplikationen.
Bemerkungen:

(i) Wir geben keinen Beweis fiir die obige Formel. Stichworte zum Nachschlagen:
Cooley-Tukey-Algorithmus, Butterfly Diagramm, ...

(ii) Die obige Angabe der Anzahl Multiplikationen ist nur fiir N gleich einer Zwei-
erpotenz richtig (z.B. N = 1024). Fiir N nicht gleich einer Zweierpotenz ist der
Algorithmus nicht ganz so effizient.

2.6. FFT mit Matlab/Ovtave. Wir illustrieren am Beispiel der 2w-periodischen
Rechtecksfunktion:

1 0<t<m,

f(t):{ -1 7w <t<2m.

Die dazugehorige Fourierreihe (in reeller Form) ist

£(1) :% 3 %sin(nt)

n ung.

T 5

Wir wollen die Funktion iiber eine Periode T" = 27 in Intervallen von T/N = T/ 27
abtasten. In Matlab:

| MATLAB |
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N=2~7;t=1linspace(0,2*pi,N+1); %t-Werte

=-sign(t-pi); %f-Werte
f()=(F()+f(N+1))/2; fF(N+1)=£f (1) ; %Periodizitaet
plot(t,f,’k?,’LineWidth’,3);grid on %Graf f(t)

xlabel ([’t [s]’]);ylabel (’£(t)’);

Bemerkungen:

(i)
(i)

In der ersten Zeile erzeugen wir N + 1 t-Werte.
In der zweiten Zeile werden die Funktionswerte berechnet. Die Funktion sign(t)
ist gegeben durch

-1 t<0,
sign(t)=¢ 0 t=0,
1 t>0.

Man sagt dieser Funktion auch Vorzeichenfunktion. Diese Funktion um 7 nach
rechts verschoben und mit —1 multipliziert ergibt im Intervall [0, 27) die Stan-
dardrechtecksfunktion (bis auf einen Punkt, je nach Definition der Standardrecht-
ecksfunktion).

In der dritten Zeile d&ndern wir den ersten und letzten Funktionswert, so dass
die Funktion periodisch ist. Dieser Schritt ist eher kosmetischer Natur und wird
in der Praxis oft nicht durchgefiihrt. Gerade bei einer grossen Anzahl von Ab-
tastwerten fallen zwei Funktionswerte nicht ins Gewicht.

Die letzten beiden Zeilen erzeugen den Graphen der Funktion f(¢). In einer sol-
chen Darstellung werden die einzelnen diskreten Punkte mit Linien verbunden,
i.e. diese Grafik hat keinen Sprung:

1

0.8

0.6

0.4

0.2

= 0

-02

-04

-06

-08

-1

0 1 2 3 4 5 6 7

t[s]

Das folgende Teilprogramm berechnet nun die diskrete Fouriertransformation mit

FFT.:
| MATLAB
f=f(1:N); %Vektor f
y=fft (£)/N;y=y(:); %Vektor y, als Spaltenvektor
y(1:10) %Darstellung der ersten 10 Fourierkoeffizienten
>> fft_1
ans =
0.0000 + 0.00001
0.0000 - 0.63651i
0.0000 + 0.00001
0.0000 - 0.21181i
0.0000 + 0.00001
0.0000 - 0.12671
0.0000 + 0.00001
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-0.0000 - 0.09001
0.0000 + 0.00001
0.0000 - 0.06961

Bemerkungen:

(i) Erste Zeile: Im folgenden werden N Funktionswerte verwendet, dies entspricht

dem Vektor f.

(ii) Zweite Zeile: Hier wird die diskrete Fouriertransformation berechnet. Der Vor-
faktor % welcher bendtigt wird ist Matlab-spezifisch. Der Befehl y=y(:) ergibt
y als Spaltenvektor. Achtung: Der Befehl y’ wiirde auch einen Spaltenvektor
erzeugen, jedoch sind dann die Eintrdge konjugiert-komplex zu y, i.e. bei den
Imaginarteilen dndert das Vorzeichen.

Der erste Koeflizient ist gleich Null, i.e. ¢g = 0, i.e. der Mittelwert der Funktion ist
gleich Null. Wir sehen dass die Koeflizienten verschwindende Realteile haben, i.e. die
reelle Fourierreihe besitzt keine Kosinusterme. Die Koeffizienten der Sinusterme sind
gegeben durch

b=-2*ximag(y) ;

by, = —2Im(cy,).

MATLAB

%Berechnung b_n aus c_n

stem([0:9],b(1:10),’.?,’LineWidth’,4) %Grafische Darstellung Spektrum
xlabel([’n’]);ylabel(’b_n’);grid on

08 -

06

04

02 F

Das folgende Teilprogramm rekonstruiert nun die Funktion f(¢) indem die ersten 20
Terme der Fourierreihe dargestellt werden, i.e. es wird die 20-te Partialsumme dargestellt.

f20=zeros (size(t))
for n=0:20

£20=f20+b(n+1)*sin(n*t) ;

end

MATLAB

plot(t,£f20,’k’,’LineWidth’,3);grid on
xlabel ([’t [s]’]);ylabel (’£_{20}(t)?);
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Bemerkung: Der Index fiir die b, ist n + 1, da in Matlab der Index eines Vektors mit
1 und nicht mit 0 beginnt.

foo 0

t[s]

2.7. Aliasing. Wir tragen mit dem folgenden Teilprogramm das gesamte Spektrum |ys,|
auf:

| MATLAB |
stem([0:N-1] ,abs(y),’.?,’LineWidth’,2)
| xlabel([’n’]);ylabel(’lc_nl’);grid on |

07

0.6

05

0.4

Y,

03
0.2

0.1

hl““llllnnm... ....mnlllll””l||
0
20 40

0 60 80 100 120 140
n

Der auftretende Effekt lasst sich folgendermassen erkléren:

(i) Wir wissen dass fiir die Koeffizienten ¢, gilt (siche Seite 14)
C_p = Cp.
Mit dem Betrag gilt somit
|c—n| = lenl;

i.e. das Spektrum von |¢,,| ist symmetrisch beziiglich n = 0 (siehe dazu zum Bei-
spiel die Grafik auf Seite 17). Dies tibertragt sich auf die diskreten Koeffizienten,
i.e. es gilt

Y| = [ynl-
(ii) Periodizitat der diskreten Fourierkoeffizienten: Es gilt (siche Seite 33)

Yn+N = Yn,
i.e. die Fourierkoeffizienten wiederholen sich zyklisch.

Es folgt somit dass das gesamte Spektrum |y,| aus dem Spektrum der |y,| fir n =
0,1,2,..., % durch Spiegelung und zyklische Fortsetzung gewonnen werden kann. lL.e.
die Information iiber die spektrale Zusammensetzung eines Signals, welches durch dis-

krete Fouriertransformation aus einem Vektor mit N Eintrdgen gewonnen wird, ist

in den ersten % Eintrdgen des Vektors |7| enthalten. Weitere Eintrége sind durch die
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mathematischen Eigenschaften der diskreten Fouriertransformation gegeben, haben aber
mit dem Signal nichts zu tun.

Fiir die Praxis hat dies die folgende wichtige Konsequenz: Wird ein Signal beispiels-
weise mit einer Frequenz von 44 kHz abgetastet (i.e. 44000 Messungen pro Sekunde), so
werden durch die diskrete Fouriertransformation Anteile im Signal mit einer Frequenz
von bis zu 22 kHz richtig dargestellt. Dieser Effekt heisst Aliasing. Somit: Die Abtastfre-
quenz muss mindestens zweimal so gross sein wie die maximale Signalfrequenz die man
messen mochte. Die maximal registrierbare Signalfrequenz heisst Nyquistfrequencz.

In obigem Beispiel werden somit Beitrage bis zu n = % = 277 = 64 richtig dargestellt.
Das relevante Spektrum der |yy| ist:

0.7

0.6

0.5

0.4 H

ly |

0.3

0.2

o

“Il‘lllll‘llllmun. ..... |
10 20 30

40 50 60
n

Aliasingeffekte treten auch im Alltag auf. Wird beispielsweise ein fahrendes Auto mit
einer gewissen Abtastfrequenz gefilmt (=wieviele Bilder macht die Kamera pro Sekunde)
und drehen sich die Ridder mit einer Frequenz welche iiber der halben Abtastfrequenz
liegt, so scheinen sich im Film die Réder riickwérts zu drehen.

2.8. Bemerkungen zur Anwendung von fft.

(i) In der obigen Darstellung des Spektrums haben wir den Betrag der ¢, =~ y,
aufgezeichnet. In der Praxis interessiert man sich aber nicht fiir den Betrag
der komplexen Fourierkoeffizienten, sondern fiir die Amplituden der Anteile im
Signal in Abhéngigkeit von n. Das heisst welche Amplitude hat der Anteil im
Signal, welcher zu einer gewissen Frequenz gehort? Jetzt gibt es natiirlich zu
jedem n eine Amplitude fiir den Kosinus- und eine fiir den Sinusanteil. Mit der
Umrechnung

ay, cos(nwt) + by, sin(nwt) = A, cos(nwt + ¢,),
sehen wir jedoch dass die relevante Amplitude gegeben ist durch

A, = a2 + b2 = 2|cy|.

Somit ist der relevante Befehl fiir die Praxis, um aus den Abtastwerten ? das
Spektrum in Abhéngigkeit von n zu berechnen:

| 2%abs (££t(£)) /N|.

(Die Phase ¢,, interessiert meist nicht).
(ii) Will man das Spektrum nicht in Abhéngigkeit von n, sondern in Abhéngig-
keit der Frequenz aufzeichnen, so muss man sich iiberlegen zu welcher Frequenz
n = 1 gehort und dann reskallieren: Beim Aufbau der diskreten Fouriertrans-
formation sind wir davon ausgegangen, dass im Vektor ? eine Anzahl von
N Werten einer T-periodischen Funktion, &quidistant iiber eine Periode T' ge-
messen, abgelegt sind. Somit entspricht n = 1 der Grundfrequenz w = 27/T,
beziehungsweise v = 1/T. Meistens ist jedoch die Periode des Signals welches
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gemessen wird unbekannt. Wird nun iiber eine Zeitdauer von 71" gemessen, so
geht die diskrete Fouriertransformation davon aus dass im Vektor 7 trotzdem
Werte einer T-periodischen Funktion abgelegt sind, i.e. wieder entspricht n =1
der Frequenz 1/T'. Das heisst um die Amplituden in Abhéngigkeit der Frequenz
darzustellen muss die horizontale Achse im Spektrum mit 1/7" skalliert werden,
wobei T' die Messdauer ist.

Wir illustrieren an einem Beispiel: Wir zeichnen das Spektrum der Funktion
f(t) = 3.2sin(7 - 2mt) — 2.7 cos(4 - 2t — 130) + f(¢),

wobei f(t) ein Rauschen sein soll. Wir messen die Funktion tiber eine Zeit von 7' = 10s
und tasten in dieser Zeit N = 2% mal ab. Mit Matlab:

| MATLAB
T=10;N=2"13;t=1linspace(0,T,N); %t-Werte
£=3.2*%sin (7*2*pi*t)-2.7*cos (4*x2*xpi*t-130)+randn(1,N);%f-Werte
plot(t,f) %Graf y=£f(t)
xlabel ([’t [s]’]);ylabel(’£(t)’);grid on
A=2xabs (fft (£))/N; %Amplituden mit fft
stem([0:100]1*(1/T),A(1:101),°.7) %#Grafik Spektrum

| xlabel ([’f [Hz]’]);ylabel(’A’);grid on |

Es ergeben sich die folgenden Grafiken fiir den Zeit- und Frequenzbereich:

10 T T T T 3.5

3tk

25

40 Lisibach, 2024



3. AUFGABEN

AUFGABE 1
Man zeige: Ist T eine Periode der Funktion f(t), so ist jedes ganzzahlige Vielfache
von T auch eine Periode von f(t).
AUFGABE 2
Man bestimme die Grundperiode der folgenden Funktionen:

(i) f(t) = cos(wt) (iii) f(t) = C = konst.
f(t) = cos(3t) + sin(2t) (iv) f(t) = sin(2t) + sin(27t)

AUFGABE 3

Die folgenden Graphen sind Sinusférmig. Man modelliere sie durch eine Funktion der
Form

f(x) = Acos(Bt+ C)+ D.

Hinweis: Es sind mehrere Antworten moglich, jedoch geniigt es jeweils eine anzugeben.

AUFGABE 4
Sei f(x) eine 2m-periodische Funktion mit
fl)=z, fir 0<ux<2m.

Diese Funktion wird auch Sdgezahnfunktion genannt.

(i) Man skizziere den Graphen y = f(z).
(ii) Man finde die Fourierreihe der Funktion f(x).

AUFGABE 5
Sei f(z) eine 2w-periodische Funktion mit
flz)=|z|, fir —7m<z<m.

Diese Funktion wird auch Dreiecksfunktion genannt.

(i) Man skizziere den Graphen y = f(z).
(ii) Man finde die Fourierreihe der Funktion f(x).
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AUFGABE 6

Man bestimme durch elementare Rechnung die Fourierreihe der 27-periodischen Funk-
tion f(x), gegeben durch

flz)y=2 fir —7n<z<m.

AUFGABE 7

Sei f(z) die 2m-periodische Funktion, welche fiir z € [0, 27) durch folgenden Graphen
gegeben ist:
Y
™

0 T 27
Man bestimme die Fourierreihe von f(z) und schreibe diese auf, bis und mit den Termen
welche die fiinffache Grundfrequenz beinhalten.

AUFGABE 8
Sei f(t) eine T' = 4-periodische Funktion mit

0 —2<t<—1,
fy={ k -1<t<1,
0 1<t <2
wobei k > 0 eine Konstante ist.

(i) Man finde w.
(ii) Man skizziere den Graphen y = f(t).
(iii) Man finde die Fourierreihe von f(t).

AUFGABE 9

Man benutze die Fourierreihe der Dreiecksfunktion und bestimme damit die Fourier-
reihe der T' = 2-periodischen Funktion f(¢), gegeben durch f(t) = 3|¢| fir —1 <¢ < 1.

AUFGABE 10

Man benutze die Fourierreihe der Dreiecksfunktion und bestimme damit die Fourier-
reihe der 2L-periodischen Funktion f(¢), gegeben durch:

[ L4t —L<t<o,
f(t)_{L—t 0<t<L.

AUFGABE 11

Wir betrachten die Funktion
3t

f(t) =3+ V2cos (gt) — 2sin (2> — 17sin(27t).

(i) Man bestimme die Grundperiode der Funktion f(¢).
(ii) Man bestimme die Fourierkoeffizienten der Funktion f(t).
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AUFGABE 12
(i) Es gilt
sin(wt + ) = Asin(wt) + B cos(wt).

Man finde Ausdriicke fiir A, B in Abhéngigkeit von ¢. Hinweis: Man setze
spezielle Werte von ¢ in der obigen Gleichung ein.

(ii) Man verwende die Fourierreihe der Rechtecksfunktion und bestimme daraus,
unter Verwendung von (i), die Fourierreihe der 2m-periodischen und geraden
Funktion f(z) mit der Eigenschaft

1 05 <,
ro={ 1 950E

(iii) Seien ag, an, by, die Fourierkoeffizienten einer 2m-periodischen Funktion f(z).
Man finde die Fourierkoeffizienten der Funktion g(z) = f(x + ¢). Hinweis: Fiir
die auftretenden Verschiebungen in den Kosinustermen betimme man die Kon-
stanten C' und D in

cos(z + ¢) = Csin(z) + D cos(x),
(dies ist analog zu Teilaufgabe (i)).

AUFGABE 13

Man zeige:

(i) Das Produkt zweier geraden Funktionen ist eine gerade Funktion.
(ii) Das Produkt zweier ungeraden Funktionen ist eine gerade Funktion.
(iii) Das Produkt einer geraden und ungeraden Funktion ist eine ungerade Funktion.

AUFGABE 14

(i) Man zeige dass jede Funktion f(z) als eine Summe einer geraden und einer un-
geraden Funktion geschrieben werden kann. Hinweis: Man betrachte die Funk-

tionen f(z)+ f(—x) und f(x) — f(—x).
(ii) Man schreibe die Funktion f(z) = L in dieser Form.
(iii) Man finde alle Funktionen, die sowohl gerade als auch ungerade sind.

AUFGABE 15

Sei f(t) eine gerade, T-periodische Funktion und sei C' eine Konstante. Man zeige
dass in der Fourierreihe der Funktion f(t) + C die Koeffizienten b,, verschwinden.

AUFGABE 16
Wir betrachten die Funktion f(¢t) =1 fir 0 <t¢ < 7.

(i) Man bestimme die Fourier-Sinusreihe von f(¢).
(ii) Man bestimme die Fourier-Kosinusreihe von f(t).

AUFGABE 17
Man finde die Fourier-Kosinusreihe fiir
flx)=L —x, fir0 <z <L,

wobei L > 0 eine Konstante ist.
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AUFGABE 18

Sei f(t) = 4 — 2 fiir t € [0,2]. Man finde die Fourier-Kosinusreihe dieser Funktion.
Hinweis:
_ 2atcos(at) + (a®t? — 2) sin(at)

/t2 cos(at)dt = +C,

as

wobei a und C Konstanten sind.

AUFGABE 19

Seien [ und C zwei Konstanten und sei
2C
204 0<t<1/2
g l -
1) { La-t) 1)2<t<

Man skizziere die gerade und ungerade Erweiterung dieser Funktion und schreibe die
Gleichungen fiir die Koeffizienten der dazugehorigen Fourierreihen auf.

AUFGABE 20
Sei f(z) = sin(z) fir z € [0, 7).
(i) Man bestimme die Fourier-Sinusreihe von f(z).
(ii) Man bestimme die Fourier-Kosinusreihe von f(z). Hinweis:

T 14 cos(nm)
/0 sin(z) cos(nx)dz = T2

AUFGABE 21

Man bestimme die komplexen Fourierkoeffizienten fiir die 2w-periodische Funktion
fit)=tfirte —m <t <m.

AUFGABE 22

Man zeige dass die Koeffizienten der komplexen Darstellung der Fourierreihe einer
ungeraden Funktion rein imagindr und die einer geraden Funktion reell sind.

AUFGABE 23

Die Fourierreihe lasst sich in den drei Formen

f(t) = % + Z (an, cos(nwt) + by, sin(nwt))

n=1

aq >
=5t Z Ay, cos(nwt + ¢p,)

n=1
)

— 2 : Cnejmut
n=—oo
schreiben.

(i) Man finde einen Ausdruck fiir die Koeffizienten A,, in Abhéngigkeit der Koeffi-
zienten a.,, by,.

(ii) Man schreibe den gefundenen Ausdruck aus (i) in Abhéngigkeit der Koeffizi-
enten c,, wobei ¢, die Koeflizienten der Fourierreihe in komplexer Darstellung
sind.
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AUFGABE 24
Man fiihre die Fourierreihe in komplexer Darstellung

flt) = i cpel™t

n=—oo

zuriick auf die reelle Darstellung. Man schreibe dazu die Reihe folgendermassen um:

(e}

o0
Z cn...:co—}—Z(cn...—l-C,n...)
n=1

und verwende c_,, = ¢,, sowie
Re(z122) = Re(z1)Re(z2) — Im(z1)Im(z2),

wobei 21, z9 zwel beliebige komplexe Zahlen sind.

AUFGABE 25

Sei f(t) eine 4-periodische Funktion mit

0, —2<t<0,
f(t)_{ 1, 0<t<2.

Man finde die Fourierreihe in komplexer Darstellung und leite daraus die Fourierreihe
in reeller Darstellung her.

AUFGABE 26

Man benutze die Fourierreihe der Dreiecksfunktion und bestimme daraus die Fourier-
reihe und das Spektrum (mit Skizze) fiir die folgende Dreiecksfunktion

y
= f(t
N Yy f(\)

T —T/2 0‘ T/2 T 3T/2 2T  5T/2 1

AUFGABE 27
Man bestimme und skizziere das Spektrum der Funktion

f(t) = 7sin(wt) — 11 cos(3wt) + 2.

AUFGABE 28

Man bestimme die komplexe Darstellung der Fourierreihe und das dazugehorige Spek-
trum (mit Skizze) der Funktion

f(t) = sin®(3xt).
Hinweis: Man schreibe die Sinusfunktion mit Hilfe der Euleridentitdten und entwickle
danach zur dritten Potenz.
AUFGABE 29

Gegeben ist das folgende Spektrum:
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| N

43 2-10 1 2 3 4

Man finde zu diesem Spektrum eine reelle m-periodische Funktion f(t).

AUFGABE 30

Sei f(t) eine T-periodische Funktion mit den folgenden Spektren fir a,, b,:

an by
A A
21 21
1 1t
01 2 3 45 6 Y T2 3 45 6 Y

Man skizziere die Spektren der untenstehenden Funktionen. Man verwende dazu in allen
Skizzen auf der horizontalen Achse die selbe Skalierung, i.e. man skizziere beziiglich
Vielfachen der Grundfrequenz w = 27 /T der Funktion f(¢).

(i) f(2t) (iii) f(#) +1 (v) fF(t+T/2)
(if) f(t/2) (iv) —5f(t) (vi) f(t=T/4)

AUFGABE 31

Sei 0 < A < 1. Wir betrachten die folgende 1-periodische Funktion

2 0<t<),
f(t){o A<t<l1.

(i) Man bestimme die reellen Fourierkoeffizienten von f(t).
(ii) Man bestimme den Wert von A, fiir welchen der Mittelwert von f(¢) gleich 1.2
ist.
(iii) Man bestimme den Wert von A fiir welchen der quadratische Mittelwert von
f(t) gleich 1.2 ist.
(iv) Man bestimme die komplexen Fourierkoeffizienten von f(t).

AUFGABE 32

Eine Sinunsspannung mit Frequenz v = 1 kHz und Amplitude von 5V liegt an einem
Widerstand von R =11.
(i) Man bestimme die mittlere Leistung die an den Widerstand abgegeben wird.
Hinweis: f027r sin?(z)dx = 7.
(ii) Das Spannungssignal wird auf Rechteckform gedndert:

5, 0<t<T)/2,
U(t)_{—a T/2<t<T.

Man bestimme nun die mittelere Leistung.
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(iii) Man bestimme die Leistung der Fundamentalfrequenz (dies ist die Grundfre-
quenz). Hinweis: Man benutze Parseval und die Fourierreihe der Rechtecks-
funktion.

(iv) Man driicke die Leistung aus (iii) durch den Fourierkoeffizienten ¢; aus.

(v) Man bestimme den Anteil der Leistung der Fundamentalfrequenz an der gesam-
ten Leistung.

AUFGABE 33

Man ordne den folgenden fiinf Funktionen eine der untenstehenden Fourierreihen zu:

F1 Fourier Reihe von: f(x) ==« fir x € [-7, ),
F2 Fourier Reihe von: f(x) =sign(z) fir x € [-7,7),
F3  Fourier Sinusreihe von: f(z) =1 fir z € [0,1),
F4 Fourier Reihe von:  f(x) = 2? fir x € [-7, ),
F5 Fourier Reihe von: f(x) =1-2|z| firx e [-1,1),
2 & n4cos(nx
S1f() =" 3yt
n=1 n
4 X sin((2n — 1)7z)
2 =
g =1 3,
4 X sin((2n — 1)z)
3 S WSl )
53 f() mz_:l e
8 = cos((2n — 1)mz)
S4 ==
f@) =3 nzl 2n—1)2
- 2
S5 =) (1) :
)= 30 sinto)

AUFGABE 34
Sei f(t) eine 2m-periodische Funktion mit
ft)=t, fir tel0,2m).

Im folgenden bezeichnen wir mit f(t) die Partialsumme welche aus den ersten k-Termen
der Fourierreihe besteht.

(i) Man bestimme lim f(7),
k—o0

(ii) Man bestimme lim fi(27),
k—ro00

(iii) Man skizziere qualitativ foo(¢) und f(¢) im Intervall [—m, 37].

AUFGABE 35

Wir betrachten die Funktion f(¢), definiert auf dem Intervall [0, 27):
t

f(t)=5+m, fir te0,2m).
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(i) Sei fi(t) die Partialsumme bestehend aus den ersten k& Termen der Fourier-
Kosinusreihe von f(t). Man skizziere qualitativ foo(t) fir ¢ € [—m, 37| und
bestimme

k—o0
(ii) Sei fr(t) die Partialsumme bestehend aus den ersten k Termen der Fourier-

Sinusreihe von f(t). Man skizziere qualitativ foo(t) fiir ¢ € [—m, 37| und bestim-
me

lim fi(2m).
k—ro00

AUFGABE 36

Wir betrachten die folgende Dreiecksfunktion mit dazugehériger Fourierreihe:

fla) = g 3 % Z cos(;z:c)

n
7 ung.
Yy
. y=f@)
M -
-2 -7 O‘ ™ 2w 3w 4w bw

Man skizziere %(m) und finde die dazugehorige Fourierreihe.

AUFGABE 37
Gegeben sei die Fourierreihe fiir die 2-periodische Funktion p(t) mit p(t) = ¢* fiir
te[-1,1):

o0

1 4(=1)"
p(t) = 3 + nzz:l 22 cos(nmt).
Gesucht ist eine partikuldre Losung der Differentialgleichung
d’x
W(t) +92(t) = f(¢),

wobei f(t) eine 2-periodische Funktion ist mit f(¢) = 2 — 2¢? fiir t € [-1,1).

AUFGABE 38
Sei

f(t) = sin(t) + cos(2t).

(i) Man bestimme die Fourierkoeffizienten ¢, von f(t) (Bei den Koeffizienten ¢,
handelt es sich um die Koeffizienten der komplexen Darstellung der Fourierrei-
he).

(ii) Sei y(t) die stationdre Losung der Gleichung

d%y

T0)+ sut) = 1(0).

Man bestimme die Fourierkoeffizienten d,, von y(t) (Bei den Koeffizienten d,,

handelt es sich um die Koeffizienten der komplexen Darstellung der Fourierrei-

he).
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(iii) Man bestimme die Fourierkoeffizienten der reellen Darstellung der Fourierreihe
von y(t).

AUFGABE 39

(i) Man verwende die Fourierreihe der Rechtecksfunktion ¢(z) und bestimme damit
die Fourierreihe der 4-periodischen Funktion f(x), gegeben durch:

f —w/2 0<a <2,
f(f"’)_{o 2 < <4

(ii) Man bestimme die Fourierreihe von ¢(z) in komplexer Darstellung.
(iii) Man bestimme eine stationdre Losung der Differentialgleichung

Py

@)+ 49(@) = q().

AUFGABE 40
Wir betrachten die folgende Schaltung eines Hochpassfilters:
C

Q_{

Ui(t) < R > Us(t)

O & O

(i) Man zeige dass die Differentiagleichung

Us + %UQ =U;
die Beziehung zwischen Eingangsspannung Uj (t) und Ausgangsspannung Us(t)
beschreibt.
(ii) Im folgenden sei R = 10k, C' = 100 nF und die Eingangsspannung U (t) sei
eine periodische Spannung mit Uy (t) = 1000¢ fir ¢ € [0,0.001). Man schreibe
Ui (t) als Fourierreihe.

(iii) Man bestimme die stationdre Ausgangsspannung Us(t) in Form einer Fourier-
reihe.

AUFGABE 41

Die Temperaturverteilung in einem Stab der Lange L = 1 zum Zeitpunkt t = 0 sei
gegeben durch

y
0.5 y = f(x) =u(0,2)

0 05 1

Die Enden des Stabes werden auf Temperatur Null gesetzt, i.e. die Randebdingungen
seien

u(t,0) = u(t,1) = 0.
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(i) Man finde die Temperatur im Stab fiir beliebige Zeit ¢ > 0 und Ort 0 < z < 1.
Hinweis: Wie im entsprechenden Abschnitt im Skript gezeigt, ist die Losung von
der Form

o
u(t,x) = Z Cp, sin (nmx) exp (—n27r2a2t) ,
n=1
wobei die C,, noch zu bestimmen sind.
(ii) Man bestimme den Warmefluss bei z = 0 in Abhéngigkeit der Zeit t. Hinweis:
Der Warmefluss ¢ ist gegeben durch
ou
o’

wobei k eine Konstante ist (Wérmeleitfahigkeit).

q=—k

AUFGABE 42

Wir betrachten eine Seite der Lénge L welche an beiden Enden fixiert ist. Die Aus-
lenkung y(t, x) erfiillt die Wellengleichung
%y _ 0%
8z~ © a2
In dieser Gleichung ist a die (konstante) Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. Die
Fixierung an beiden Enden entspricht den Bedingungen y(¢,0) = y(t, L) = 0. Wir be-
trachten die Situation, in welcher die Seite zum Zeitpunkt ¢ = 0 ausgelenkt und dann
losgelassen wird. Diese Situation entspricht den Bedingungen y(0,z) = f(x) fir eine
gegebene Funktion f(z) (die Auslenkung zum Zeitpunkt ¢ = 0) und %(O, x) = 0.
(i) Man setze den Ansatz y(t,z) = T'(t)X (x) in die Wellengleichung ein und finde
damit gewohnliche Differentialgleichungen fiir 7'(¢) und X (x).
(ii) Man bestimme die Randbedingungen fiir X (z), welche sich aus den Bedingun-
gen y(t,0) = y(t, L) = 0 ergeben.
(iii) Man bestimme die moglichen Losungen der Gleichung fiir X (x) mit Hilfe der
Bedingungen in (ii).
(iv) Man bestimme die Anfangsbedingung fiir 7'(¢), welche sich aus der Bedingung
%(O,SC) ergibt.
(v) Man bestimme die moglichen Losungen der Gleichung fiir 7°(¢) mit Hilfe der
Bedingung in (iv).
(vi) Man verwende die gefundenen Losungen in (iii) und (v) im Ansatz von (i) und
bestimme dadurch die moglichen Losungen der Wellengleichung.
(vii) Man bestimme die Losung der Wellengleichung, welche die Bedingung y(0, x) =
f(zx) erfillt.

AUFGABE 43

Eine T-periodische Funktion f(¢) wird dquidistant iiber eine Periode N-mal abgeta-
stet. Die Abtastzeiten sind ¢, = kT/N, k =0,1,2,..., N —1. Im Abschnitt zur diskreten
Fouriertransformation wurden die ¢, mit einer Riemannschen Summe approximiert, in
welcher jeweils der Funktionswert auf der linken Seite der Teilintervalle verwendet wird.

(i) Man zeige dass das gleiche Resultat resultiert, wenn man in der Riemannschen
Summe die Funktionswerte jeweils auf der rechten Seite der Teilintervalle ver-
wendet.

(ii) Man zeige dass das gleiche Resultat resultiert, wenn man das Integral mit Tra-
pezen, anstelle von Rechtecken (i.e. keine Riemannsche Summe) approximiert.
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(iii) Was ist der Grund dass es keine Rolle spielt welche von den genannten Appro-
ximationen verwendet wird?

AUFGABE 44
Wir betrachten die Funktion
f(t) =5+ 2cos(2nt — w/2) + 3 cos(4rt).
Diese Funktion werde mit einer Messfrequenz von 4 Hz abgetastet.

(i) Es muss N mal abgetastet werden um eine Grundperiode lang zu messen. Man
bestimme N.
(ii) Man bestimme die aus der Abtastung resultierenden diskreten Funktionswerte

(iii) Man bestimme Fl.
(iv) Man bestimme die diskrete Fouriertransformation 7.

AUFGABE 45
Man betrachte die Funktion
f(t) = 2sin(100.2 - 27t) — 3 cos(102.5 - 27t) + 0.5sin(150 - 27t)
auf dem Intervall [0, 7] mit N Abtastungspunkten. Man untersuche die folgenden Werte
flir T'und N:
(i) T =2, N =210 =1024.

(ii) T =5, N =219 = 1024.

(iii) T =20, N = 2! = 16384.

(iv) T =20, N = 26 = 65536.
Man benutze Matlab/Octave, erzeuge die Funktionswerte und addiere ein kleines Rau-
schen. Mogliches Teilprogramm:

| MATLAB
N=2"10;T=2;
t=linspace(0,T,N);
£f=2xsin(100.2*2xpix*t) -3*cos (102.5*2xpixt)
| +0.5*sin (150*2*pi*t)+randn(1,N);

Fiir die obigen Falle

(a) bestimme man die Nyquistfrequenz,

(b) stelle man das Spektrum der Amplituden dar, aber nur bis zu Frequenzen von
200 Hz,

(c) erkldre man die beobachteten Effekte im Spektrum

(d) und untersuche man den Einfluss des Rauschens auf das Spektrum.

AUFGABE 46

In der Datei alpha.csv (siche website) sind Daten von Messungen von Alpha-Hirnwellen
abgelegt. Es handelt sich um Zeit— und Spannungswerte in Sekunden und Volt. Man
zeichne den zeitlichen Verlauf und das Spektrum dazu.
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4. LOSUNGEN ZU DEN AUFGABEN

LOSUNG 1
Dies folgt aus

ft+nT)=ft+(n—-1)T+1T)
=f(t+(n-1T)

= f(®),
wobei wir von der ersten auf die zweite Zeile verwendet haben dass f(t+71') = f(t), aber
mit ¢t + (n — 1)7T in der Rolle von ¢.

LOSUNG 2
(i) T =3

w

(ii) Die Funktion fi(t) = cos(3t) besitzt Grundperiode Ty = 3, die Funktion
fa(t) = sin(2t) besitzt Grundperiode Ty = 57. Die Grundperiode der Funkti-
on fi(t) + fa(t) ist das kleinste gemeinsame ganzzahlige Vielfache der beiden
Grundperioden, i.e. T' = 157.

(iii) Die konstante Funktion f(t) = C' ist periodisch da fiir beliebiges T' > 0 gilt
fit+T) = C = f(t). Jedoch gibt es somit kein kleinstes 7" > 0 und die
Funktion f(t) = C besitzt keine Grundperiode.

(iv) Die Funktion fi(t) = sin(2t) besitzt Grundperiode T1 = , die Funktion fa(t) =
sin(27t) besitzt Grundperiode Th = 1. Jedoch gibt es kein gemeinsames ganz-
zahliges Vielfaches dieser beiden Grundperioden (wiirde dieses existieren, so
misste gelten m - Ty = n - Ty flir m,n € N, i.e. m - ™ = n. Daraus folgt aber
m = n/m was im Wiederspruch zur Irrationalitdt von 7 steht). Somit besitzt
die Funktion f(t) = sin(2t) + sin(27t) keine Grundperiode und ist somit nicht
periodisch.

LOSUNG 3
(1) f(2) = cos (2nt — F) (i) f(x) = /3 cos (Zt+7)+ NE
LOSUNG 4

Y,

/ 2

(ii) Wir berechnen die Fourierkoeffizienten:

1 2w 1 2w
ap = / f(z)dx = / xdx = 2.
0 T Jo

m
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1 2m 1 2m
ap = / f(x) cos(nz)dr = / x cos(nz)dx
T Jo T Jo
1 . 2 2m .
_ 1 (ﬂs sin(nz) _/ sin(nx) d:c) _o,
s n 0 0 n
1 2m 1 2m
by, = / f(x)sin(nz)dr = / xsin(nz)dx
T Jo T Jo
1 (_xcos(nx) 2 +/27r cos(na:)dx> _ _3
s n 0 0 n n

Somit ist die Fourierreihe gegeben durch

F@) =7+ nf:l (-i) sin(nz).

LOSUNG 5

s
N
N
N
\

27 -7 0‘ ™ 2w 3w 4w 5w

y‘ y = f(x)

(ii) Fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten verwenden wir jeweils das Intervall
[—7, 7], da die Funktion in diesem Intervall durch den einfachen Ausdruck

—r —77<x<0

flo) = { x 0<z<nm
gegeben ist.

ao:l 7Tf(ac)dav:1</0 (—x)dm—&—/ﬂ:rdac) =.
- T \J_r 0

1 T
an = / f(x) cos(nz)dx
m —T
1 0 T
=— (/ —x cos(nx)dx +/ xcos(nm)dx)
T —m 0
1 (_msin(nw) 0 n /0 sin(nx) dz + xsin(nz)|™ B /’T sin(naz)dx)
T n Y Jrn o Jo n
1{ cos(nz)l|’ cos(nz) "
R L - 2
T n _W n? |,
- %(—%—%—#—%) n ungerade
L T s
_ [ =% n ungerade
10 n gerade
1 [7 )
by, = / f(z) sin(nx)dz
™ —T
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< / " sin(na)de + /0 ﬂxsin(nx)dw)
(xcos na) [0 /0 cos(nz) @ cos(nx)

A= 3=

n n

+/ cos(nx)dx
0o o n

—T

_ 1 mcos( _ sin(nz) 0 7 cos(n) n sin(nx)|"
o n? |_. n n? |,
1
= — (cos(—nm) — cos(nm)) =0,
n

wobei wir in der letzten Zeile verwendet haben dass cos(—nw) = cos(nn), da
cos(x) eine gerade Funktion ist. Bemerkung: Die explizite Berechnung der b,
wére nicht notwendig gewesen, da fiir f(x) eine gerade Funktion die b,, a priori
verschwinden.

Es ergibt sich die Fourierreihe

f(z) = g - % <cos($) + %cos(?):r) + % cos(hz) + > .

Diese lasst sich schreiben als

T4 1
x) = 5 ﬂ; Wcos(@n —1)z).

LOSUNG 6

e 2 n+1
Z sin(nx).

n=1

LOSUNG 7

Die Fourierkoeffizienten sind

1 vy
aoz/ xdmzz,
m™Jo 2

1 /7 1 0 n gerade,
ap, = 7T/0 xcos(nz)dr = ... = n2ﬂ(cos( w)—1)= { _% n ungerade.
1 [ —1
by, = / zsin(nz)dr =...= _ cos(nm) = { 1" n gerade,
T Jo n = n ungerade.
Somit haben wir
2 2 2
fz) = Z - cos(z) — o cos(3x) — o5 cos(bx)
1 1 1 1
+ sin(x) — 5 sin(2x) + 3 sin(3z) — 2 sin(4x) + = sin(5x) +
LOSUNG 8
(i) w=m/2.
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k
S — 1 —-- y=f(t)
__é‘ | | ! : t
(11) -5 -3 -1 1 3
(iii) Wir haben
0 n gerade,
ap =k, an=+{ 28 n=1,5913,..., b, = 0.

2k —37,11,15,...,

Somit ist die Fourierreihe
f(t) — E + % (It) 1 3jt + 1 5175 1 7175 +
=3 - cos 5 3 coS 5 5 cos 5 - cos 5 ..

LOSUNG 9

3 12
f(t) = s Z cosfﬁz;wt).

n ung.

LOsunG 10
L 4L 1 nmt

Losung 11
(i) T =4

(ii) ap = 6, a; = V2, b3 = —2, by = —17, alle anderen Koeffizienten sind gleich
Null.

LOsuUNG 12

(i) Einsetzen von t = 0 und t = 5 ergibt

B = sin(yp), A = sin (g + go) = cos(y).

(ii) Es handelt sich bei f(z) um eine um 7/2 verschobene Rechtecksfunktion. Wir
bezeichnen im folgenden die Rechtecksfunktion mit g(x). Wir haben

f(ﬂ?):q<x+f):é 3 sin(n(z + 3)).

2 7'(' n
n ung.
Mit
sin(nx + %) = COS(%) sin(nx) + Sin(%) cos(nx)
————

= 0 fiir n ung.

| cos(nx) n=1,5,
| —cos(nz) n=3,7,
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erhalten wir

fz) =

SES
/\\

cos(x) — cos(3x) N cos(5z)  cos(7x) L )

3 5 7
4 Z yet cos((2n — 1)x)

2n -1
(iii) Analog zu Tellaufgabe (i) haben wir
cos(x + ¢) = Csin(z) + D cos(z),
mit
C = —sin(yp), D = cos(yp).

Verwenden dieser Gleichung zusammen mit der Gleichung aus Teilaufgabe (i)
ergibt

g(x) = flr+¢) = % + Z (an cos(nx + nc)) + by sin(nx + nc))
n=1
= a20 + Z (an —sin(nc) sin(nx) + cos(nc) cos(nz))

n=1

+ by, (cos(nc) sin(nx) + sin(nc) cos(nx)) )

aq >
=5 + Z ( (ay, cos(nc) + by, sin(nc)) cos(nx)

n=1
+ (—aysin(nc) + by, cos(nc)) sin(na:))
Somit sind die Fourierkoeffizienten von g(z) gegeben durch

ap = ag, an = an cos(nc) + by, sin(ne), bp = —ay, sin(ne) + by, cos(ne).

LOSUNG 13

(i) Seien f, g gerade. Es folgt

(fo)(—z) = f(-z)g(—z) = f(z)g(x) = (fg)(x).
(ii) Seien f, g ungerade. Es folgt

(f9)(—==z) = f(-2)g(—=z) = (= f(®))(—9(x)) = f(x)g9(z) = (fg)(@).
(iii) Sei f gerade und g ungerade. Es folgt

(f9)(=2) = f(-x)g(—2) = f(z)(—g(-2)) = —f(2)9(z) = —(fg)(x).

LosunG 14
(i) Wir schreiben f(x) als

z)+ f(—2 r)— f(—z
) = 1@ 2f( ) f@) 2f( ).
Der erste Term ist ungerade, der zweite Term ist gerade.
(ii) Sei fy(z) der gerade Anteil und f,(z) der ungerade Anteil von f(x). Wir haben
1 x
o) =1— hlO)=1"pm
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(iii) Wir nehmen an f(z) sei gerade und ungerade. Es folgt
fz) = f(=2) = = f(=),

wobei wir fiir die erste Gleichung verwendet haben dass f(x) gerade und fiir
die zweite Gleichung dass f(z) ungerade ist. Es folgt f(z) = 0, i.e. die einzige
Funktion die sowohl gerade als auch ungerade ist, ist die Funktion die konstant
und gleich Null ist.

LOSUNG 15
Wir haben
2
T ) + C) sin(nwt)dt
2
T ) sin(nwt)dt + / sin(nwt)dt
9 T/Q T/2
= ) sin(nwt)dt + / sin(nwt)dt = 0.
T T/2 T/2

Die letzte Gleichung gilt, da bei beiden Integralen eine ungerade Funktion iiber ein
symmetrisches Intervall integriert wird.

LOSUNG 16

(i) Die dazugehorige ungerade periodische Erweiterung ergibt die Rechtecksfunkti-
on. Somit haben wir

) :% Z sin(nt)‘

n ung.

(ii) Die dazugehorige gerade periodische Erweiterung ist die Funktion f(¢) = 1.
Somit verschwinden alle Fourierkoeffizienten bis auf ag = 2.

LOsuNG 17
L 4L 1 nmwT
fo=5+3 2 meos ()
nung.
LOSUNG 18

Mit der Fourier-Kosinusreihe ist die Fourierreihe der entsprechenden geraden Erwei-
terung gemeint. Diese Erweiterung besitzt die Periode T' = 4. Somit folgt w = 7/2. Wir
haben

16 16(—1)"*!
bn:(), 00:?, anzw.

Somit folgt
16(—1)" 1 nmt
- + 2:1 n2 cos <2> .
n
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LOsuNG 19

Wir haben 7 = [. Die gerade Erweiterung besitzt somit die Periode T' = 2[. Die Fou-
rierkoeffizienten der dazugehorigen Fourier-Kosinusreihe sind gegeben durch die Glei-
chungen

T /2 l
a0:2/ f(yae =2 / tdt+/ (L -ty ) |
T Jo ! 0 1/2
_2 /T () cos(nuwt)dt = -E /Z/Qt (EQ dt + /l (1—1t) (TQ dt
Ay = 7/ COosS(nw = l2 ) COS l l/2 COS ] .

Fiir die ungerade Erweiterung sind die Fourierkoeffizienten der Fourier-Sinusreihe gege-
ben durch die Gleichung

2 (7 . ac (Y2 om ! (T
b, = 7_/0 f(t) sin(nwt)dt = ¥ (/0 tsin (Tt) dt + /1/2(1 —t)sin (Tt) dt | .

Y, Gerade Erweiterung
C#
} > 1
/2 l
Y Ungerade Erweiterung
C#
t > 1
/2 l
Losuna 20

(i) Die ungerade Erweiterung ergibt die 2m-periodische Funktion f(z) = sin(x).
Somit ist die Fourier-Sinusreihe gegeben durch f(z) = sin(z), i.e. der einzige
nicht-verschwindende Fourierkoeffizient ist b; = 1.

(ii) Die gerade Erweiterung ergibt die 2m-periodische Funktion

—sin(z) —7 <z <0,

f(x):{ sin(z) 0<z<m.

Die Koeffizienten a,, der Fourier-Kosinusreihe sind gegeben durch

2 [T 2 [T
an, = 77/0 f(z) cos(nz)dx = 7T/0 sin(x) cos(nx)dx

_ 21+cos(nm) [ O n ungerade,
T r 1=-n2 o " gerade,
Somit ist die Fourierkosinusreihe
2 4 cos(n)
fo) =2-2 2 a1
n gerade
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Losung 21
co =0, cn=2(=1)", (n#0).

LOsuNG 22

Fiir eine ungerade Funktion gilt fiir die reelle Darstellung ag = 0, a,, = 0. Aus den
Gleichungen ag = 2cg, a, = 2Re(c,) folgt ¢o = 0, Re(c,) = 0, i.e. die Koeffizienten
der komplexen Darstellung sind rein imaginér. Fiir eine gerade Funktion gilt fiir die
reelle Darstellung b, = 0. Aus der Gleichung b, = —2Im(c,) folgt Im(c,) = 0, i.e. die
Koeffizienten der komplexen Darstellung sind reell.

LOSUNG 23
(i) Ap = /a2 + b2.
(il) A, = 2|cy|.

Losung 24

Wir schreiben:

00
2 : Cne]nwt

n=—oo
o
=co+ g (cne]”“’t + c_ne_J"“t) .
n=1

Die Terme in der Summe schreiben wir als
Cne™ e eI = ¢ eIl | e inwt
= cped™t 4 ¢ einet
= 2Re(cp, ™).
Die in der Aufgabe gegebene Identitét ergibt
Re(cn,e?™') = Re(cn)Re(e?™) — Im(c, )Im(e/™Y)
= Re(cp) cos(nwt) — Im(cy,) sin(nwt).
Es folgt
o0
f(t) =co+ Z (2Re(ey,) cos(nwt) — 2Im(cy,) sin(nwt)) .

n=1

Daraus lesen wir die Koeffizienten der reellen Darstellung ab:
ag = 2cy, an = 2Re(cy), by, = —2Im(cy,).

Die Formeln fir a,,, b, ergeben sich somit zu

an = 2Re(c,) = 2Re < / f(t) mmdt)
/ f(t)Re (e77"") at

= T/o f(t) cos(nwt)dt

wobei wir von der ersten auf die zweite Zeile verwendet haben dass f(¢) reell ist und in
der letzten Gleichung dass cos(...) eine gerade Funktion ist.
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LOSUNG 25

Wir haben
I 1
w=7 [ =3,
e : 1 [ j
n = teImwtqt = = [ eI = = 2 ((=1)" 1
=7 [ e e (1) - ),

wobel wir w = 27/T = 7/2 benutzt haben. Somit ist die komplexe Darstellung der
Fourierreihe

Ft) =5+ 3 5 (1= e
n#0

Mit a,, = 2Re(cy,), by, = —2Im(c,,) folgt

ag =1, a, =0, n=#0, bp = ————

und die reelle Darstellung ist

n

ft) =

sin(nwt).

N |

—1-(-1)
P
LOSUNG 26

A 4A
f(t) = 5 + Z _W Cos(nwt),

n ung.
wobei w = 27/T. Spektrum: Wir haben
4A

ag= A, In=——5 5

fiir n ungerade, b, = 0.

an

1 2 3 4 5 6 7 8 910
A A D S — > W

T2

LOSUNG 27
Die Amplituden, welche nicht gleich Null sind, sind

a0:4, CL3:—11, bl =1.
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(€79
4L A
74
1 2 3 4 5
— v 12 3 4 5%
—114
LOSUNG 28

Wir haben

= —— (6]971'15 _ 3€j37rt + 3e—j37rt _ e—jgﬂ't) )

eJ3mt _ o—j3mt 3
) 8J

sin®(3nt) = < .
2j
Somit besitzt die Funktion die Grundfrequenz w = 37 und die nichtverschwindenden
Fourierkoeffizienten sind
37 3J

C3 = la C-3 = _Za C1 = ) C1= -
8 8 8 8

Das Spektrum ist:

> W

4 -3-2-101 2 3 4

LosuNG 29
Wir nehmen an arg(c,) = 0. Aus T' = 7 folgt w = 27/T = 2. Aus dem Spektrum

lesen wir

c_g =1, c_1 =2, co =0, c1 = 2, co = 1.

Somit haben wir

[e.e]
ft) = Z Cne?™t = eI L 9072 | 9632t 4 T4 — 4 cos(2t) + 2 cos(4t).

n=—oo

LOsunG 30
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27

an 21
21 1
1 23 45 6
1 | # -
1 + + + L w
o) 01 2 3 45 6 1 -1
(@) 51
an
24,
an
\ 11
2 1 23 45 6
i w
1,
—14
+ + + + + — ()
1 2 3 45 6
f(t/2) _al
ft+1T/2)
bn
24,
an
2 13
1 1 2 I I 56 v
14
1 + 1 + + — (U
f(t)+1 01 2 3 4 5 6 f(t—T/4)

LOsuNG 31

(i) Wir haben T' = 1. Somit folgt w = 2. Wir haben

2 1 A
aoz/ f(t)dt:2/ 2t = ... =4\,
T 0 0

2 [ ’ 2sin(27nA)
= — = 2 2 2 =.,... = —
n = 7 /0 f(t) cos(nwt)dt /0 cos(2mnt)dt = 7
[ ’ 2(1 — 2
b, = / f(t) sin(nwt)dt = 2/ 2sin(2mnt)dt = ... = ( cos( 7T7’L)\)).
e 0 ™

(ii) Der Mittelwert ist ag/2 = 2\ £ 1.2. Daraus folgt A = 0.6.
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(iii) Das quadratische Mittel ist

\/; /OT(f(t))2dt = \//0A 22dt = 2v/A = 1.2.

Daraus folgt A = 0.36.
(iv) Fiir n # 0 haben wir

1 [T . A . j .
Cp = / f(t)e Itdt = / eI g = = 2 (e*]”%)‘ - 1)
T 0 0 nm
und fur n = 0 haben wir
A
Co = / 2dt = 2.
0
LOSUNG 32

Wir lassen im folgenden die Einheiten weg. Die Spannung ist U(t) = 5sin(20007t).
Somit ist die momentane Leistung P(t) = U(t)2/R = U(t)2.

(i)
_ 1 /T

P= / 25 5in%(20007t)dt = ... = —
T Jo

wobei wir den Hinweis und Substitution verwendet haben. Dieses Resultat kann
direkt mit Parseval hergeleitet werden. Die Sinusspannung entspricht einer Fou-
rierreihe mit nur einem Term: U(¢) = b; sin(wt), mit by = 5. Parseval liefert

1 [T 1 25
— [ U@)%dt= =12 ==,
T/O (®) 2 2

(ii) Die mittlere Leistung ist

1 T 1/1000
P= / U(t)%dt = 1000/ 25dt = 25.
T 0 0
(iii) Die Rechtecksspannung besitzt die Fourierreihe

Ut) = ? Z %Sin(nwt).

n ung.

Die Fundamentalfrequenz ist w und die dazugehorige Amplitude ist by = 20/7.
Aus Parseval folgt dass die mittlere Leistung des Anteils mit der Fundamental-
frequenz gegeben ist durch

L 1(20)°_ 200
21 2\ x w2
(iv) Wir haben

1 1
C1 2(a1 J 1) 2] 1

Daraus folgt
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(v) Der Anteil ist

200/72 8
= — ~0.81
25 2 ’
i.e. der Anteil ist 81 %.
LOsuUNG 33

F1-S5, F2-S3, F3-S2, F4-S1, F5-S4.

LOsuNG 34

(i) limg—eo fr(m) = m. Dieser Wert befindet sich an einer Stelle an welcher die
Funktion f(t) stetig ist und somit konvergiert die Fourierreihe gegen den Funk-

tionswert, i.e. gegen f(7) = .

(ii) limg oo fx(2m) = 7. Dieser Wert befindet sich an einer Stelle an welcher die
Funktion eine Sprungstelle (=Unstetigkeit) aufweist. Die Fourierreihe konver-
giert somit gegen den Mittelwert des links- und rechtssseitigen Grenzwerts. Die-

ser Mittelwert ist .

(iii) Man beachte: Der Verlauf von fao(t) ist stetig, Gibbs Phdnomen tritt auf.

Y,
2
‘ y = fa0(t)
% J : -t
—T 0 ™ 2 3
LosunG 35
(i) Y, (i) Y,
21 2T
\/\ Yy = faolt)
T
T
>~ 1 >
-7 0 m 2 3w -7 0 T 3

limg o0 fx(27) = 27

64

-2

W/,p/ y = fao(t)

limk_mo fk(Qﬂ') =0
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LOSUNG 36

Die dazugehorige Fourierreihe ist

df , . d (7 4 cos(nw) | 4 sin(nx)
d:c(x)_dx<4_7r 2 )mzn‘

n ung. n ung.

Der Graph von %(az) entspricht der 2w-periodischen Rechtecksfunktion mit Amplitude

gleich Eins.
LosuNG 37

oo

4 =8(—1)"
x(t) = o7 + Z:l o= ngWQ))n27r2 cos(nmt).

LOSUNG 38
(i) f(t) besitzt die Grundfrequenz w = 1. Mit
eIt — =it 2t 4 o=2it
2j 2

f(t) = sin(t) + cos(2t) =

folgt

01:*2 C,1:Z Cy =
2’ 2’

die verbleibenden ¢,, sind gleich Null.
(ii) Ansatz fiir y(t) als Fourierreihe und zweite Ableitung davon:

y(t) = Z dpei™ (1) = Z —n2d, e,

n

5, C2 = 5;

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt

Z dn(5 —n?)el™ = Z cnel™.

n

Daraus folgt d,, = ¢,/(5—n?) und somit sind die gesuchten Fourierkoeffizienten

J J 1 1
dy =—-= d_; == dy = - d_s = —.
Ty Ty P *7 2
(iii) Die stationére Losung ist
i TV B
NOTRE R EI VI Y
1
=1 sin(t) + cos(2t).
Somit sind die Fourierkoeffizienten der rellen Darstellung
1
a2 = 17 bl = 17

alle anderen Koeffizienten sind gleich Null.

LOSUNG 39
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(i) Die Fourierreihe der Rechtecksfunktion ist
4 1 .
q(z) = - Z - sin(nz).
n>0
n ung.

Daraus erhalten wir die gesuchte Fourierreihe durch Multiplikation mit — /4,
Verschiebung (i.e. Subtraktion) um —n/4 in y-Richtung und z — z7/2. Es

ergibt sich
T 1 . /nxmw
f@y==7= > (),
n>0
n ung.

(il) Wir verwenden ¢y = ag/2 = 0 und (n > 0)
, 1 .
ani(an_jbn)a C—nzi(an +]bn)
Wir erhalten

1. _

o = 5(=jz=)= G ungerade,
0 n gerade.
174l — 2y ungerade
2 n j TN g ’

Con = { 0 n gerade.

Somit haben wir ¢, = J%n fiir n ungerade (positiv und negativ) und die Fou-
rierreihe der Rechtecksfunktion in komplexer Darstellung ist
2 .
q(z) = Z L

[T
n ung. J

(iii) Der Ansatz

g(x) = Z el et

n

eingesetzt in der Differentialgleichung, fiihrt auf

. 9 .
2 2 nwt nt
_ e, eIt — jnt
Z( n‘w” + 4)cpe Z jwne
n n ung.
Somit haben wir
2
w , Cn Fn(d—n?) n ung
und eine stationédre Losung ist
2 .
— jnt'
9(x) Z jmn(4 — n?) °
n ung.
LOSUNG 40

(i) Aus Uc + Uz = Uy und Uc = Q/C folgt durch Zeitableitung I/C + U2 =U.
Zusammen mit [ = Uy /R folgt die Differentialgleichung U, + %Ug =U;.
(ii) Wir beginnen mit der Fourierreihe der 2m-periodischen Ségezahnfunktion:

s(t) =7 — 22 sin(nt).
n=1

n
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Daraus folgt

1 1 sin(nwt)
H=-—= E ka4
1) 2 &~ n
wobei w = 27 /T = 20007 (T' = 1/1000). Le. die Fourierkoeffizienten von Uy ()

sind
(iii) Wir machen den Ansatz

+ Z (an cos(nwt) + by, sm(nwt))

n=1

_ %
2
Es folgt

Z ( — apnw sin(nwt) + bynw Cos(nwt))

Eingesetzt in der Differentialgleichung ergibt (mit 1/RC = 1000)

i ( — apnw sin(nwt) + bynw cos(nwt))

n=1
a > 1 &
0 .
+ 1000 (2 + E 1 (an cos(nwt) + by, sm(nwt))) = E lw cos(nwt).
n= n—=

Koeffizientenvergleich ergibt

ao=0,  bynw + 1000a, — —%,

—aynw + 10006, = 0.

Es folgt
2 41n
=0 N
@0 ’ i 1+ 4r2n2’ " 1+ 4n2n?2
Le.
o
2 4mn .
UQ(t) = Z <_1—|—47['2n2 Cos(nwt) — m Sln(nWt)) .
Losuna 41

(i) Die gesuchten Konstanten C), sind die Koeffizienten der Fourier-Sinusreihe von
f(z). Sie sind gegeben durch

1
Cp = 2/0 f(z)sin (nmx) dz.

Die Funktion sin(nmz) fiir gerades n ist ungerade beziiglich x = 1/2. Somit
verschwinden die C,, fiir gerades n. Fiir ungerades n ist die Funktion sin(nmx)
gerade beziiglich z = 1/2. Somit haben wir fiir ungerades n:

1/2 4 si 2 _4 _
Cn= 4/ rsin(nrx)dr = ... = 7s1n(mr/ ) = { n=15913...,
0

n2m?
n2m? l  n=3,7,11,15,...,
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(i)

Die Temperatur im Stab ist gegeben durch (wir verwenden den Ausdruck mit
sin(...) fiir die C), um die Darstellung zu vereinfachen)

2. 4sin(nm/2) . 9 9 9
u(t,x) = Z — 5 Sii (mra:) exp(—n Ta t).
n ung.

Das folgende Programm zeigt den Temperaturverlauf in Abhéngigkeit der Zeit:

| MATLAB |
k=2000;1=200;a=sqrt (10~ (-5));
n=linspace(l,k,k);x=linspace(0,1,1);
m=2%*n-1;
cm=4*sin (m*pi/2)./(m. " 2*%pi~2);%Fourierkoeffizienten
F=sin(x.’*m#*pi);
for t=0:10:10000
u=F*(cm.*exp(-m. 2*xpi~2*a~2%t))’;
plot(x,u,’k’)
xlabel([’Zeit=’> num2str(t) ’s’]);ylabel(’Temperatur [K]’);
grid on;axis([0,1,0,1]);
pause (0.01)
end

I
Wir haben

ou 0 > . 2.2 2
3 = Br (;Cnsm(mm:)exp( n“rca t))

oo
= Z C), cos (nmx) nmexp (—n27r2a2t)
n=1

Mit den C), eingesetzt:

q= —k@ = -k i M cos (nmc) exp ( — n27r2a2t).

ox nw
n ung.

Somit folgt
ou 2. 4sin(nm/2) 9 9 9
q(t,0) = —k%(t,O) =—k Z Texp(—n Ta t).

n ung.

Das folgende Programm zeigt den Warmefluss g bei x = 0 in Abhéngigkeit der
Zeit t (die Konstante k£ wurde gleich Eins gesetzt):

| MATLAB

k=2000;1=200;a=sqrt (10~ (-5));
n=linspace(l,k,k);x=linspace(0,1,1);

m=2*n-1;

cm=4*sin (m*pi/2)./(m. " 2*pi~2);%Fourierkoeffizienten
t=linspace(0,100000,1000);
g=-(exp(-t’*(m."2)*pi~2%a~2))*(cm.*m*pi)’

plot(t,q)

xlabel([’Zeit [s]’]);ylabel(’q [W/m~2]°);

LOSUNG 42
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(i) Der Ansatz y(t,z) = T'(t)X (z) in die Wellengleichung eingesetzt ist

82 5 82
@(T(t)X(x)) —a @<T(t)X(x)>.
Daraus folgt
X(2)T"(t) = *T(t) X" (x),

ie.

T//(t) B X//(x)

a?T(t) X(z)°
Die linke Seite héngt nur von t, die rechte Seite hédngt nur von x ab. Somit
miissen beide Seiten gleich einer Konstanten sein, i.e.

T//(t) B X”(ZE) B )\

a?T(t) X(z)
fiir eine unbekannte Konstante A. Dies sind die beiden gew6hnlichen Differenti-
algleichungen

T'(t) = Ma®T(t),  X"(z) = A\X(x).
(ii) Die Bedingungen y(t,0) = y(¢, L) = 0 ergeben die Bedingungen
X(0)=X(L)=0.

(iii) Genau gleich wie bei der Betrachtung der Warmeleitungsgleichung sind die mog-
lichen Lésungen gegeben durch

Xn(z) = By sin (n—zx), n=1,2,3,...

Hier sind die B, noch zu bestimmende Konstanten. Die dazugehérigen mogli-
chen Werte fiir die Konstante A sind

A:—”zf, n=1,2,3,...
(iv) Die Bedingung %(O,x) ergibt die Bedingung
T'(0) = 0.
(v) Die allgemeine Losung der Gleichung 7" = Aa?T mit \ = —”27{2 ist

T(t) = Acos (m;at) + Bsin <n7;at> .
Daraus folgt
() = _ Anma sin <n7mt> N Bnra cos (mrat) '
L L L L
Mit 77(0) = 0 folgt B = 0. Somit sind die moglichen Losungen
T,(t) = Ay, cos (m;at) , n=123,...

(vi) Die Losungen X, (z) und T,(t) in den Ansatz y(t,x) = T(t)X(x) eingesetzt
ergeben die Losungen

t
yn(t, ) = Cp sin (%ﬂ) cos <n72a ) , n=123,...,

wobei wir C,, = A, B,, gesetzt haben. Die C,, sind somit noch zu bestimmende
Konstanten.
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(vii) Analog zur Losung der Waremleitungsgleichung ist jede Linearkombination der
Losungen in (vi) auch eine Losung der Wellengleichung. I.e.

> . /NMTT nmat
x):;Cnsm( 7 )cos( 7 >

16st die Wellengleichung. Die Bedingung y(0, z) ist nun

x) = iCn sin (?) = f(=),
n=1

i.e. die Konstanten C), sind die Fourierkoeffizienten der Fourier-Sinusreihe der
Funktion f(z). Diese sind gegeben durch

C, = z/oLf(a:) sin (?) dx.

Die Lésung des gestellten Problems ist somit
t
y(t, ) ( / fx s1n )dx) sin (?) cos <n7£a > .

LOSUNG 43

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir

g(t) = f(t)e ™",
Die Funktion ¢(t) ist T-periodisch.

(i) Werden die Funktionswerte am rechten Rand der Intervalle verwendet, so ergibt
sich (der Summationsindex lauft von 1 bis N)

| T L L[N s
= — t)dt ~ — t (tr) = — tp) =
n T/Ogo S0t =+ | et +o1) | =+ X () = un
k=1 k=1 v k=0
=g(0)
(ii) Ein einzelnes Trapez, welches sich von ¢ nach ¢, erstreckt ergibt im Integral
den Anteil
9(tk) + g(te1) T
2 N’
Total ergibt sich somit
-1
1 1 9(tk) + 9(tk1) T
T 2 N

0
L [N N—2

= 5N D gtk + Y gltka) + 9(T)

k=0 k=0 —~

=9(0)
L /N N-1

= oN ( g(ty) + g(tr) +9(0)

k=0 =1
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L /N 1
=N <Z g(ty) + g(tk)> =~ 9(tr) = Yn-

k=0 k=0 k
(iii) Der Grund ist die Periodizitéat von f(t), i.e. f(T) = f(0).

LOsuNG 44

(i) Die Grundperiode von f(t) ist 7' = 1. Wahrend der Grundperiode wird somit
vier mal abgetastet, i.e. N = 4.

(i)

8
7_ 4
— |8
0
(iif)
1 1 1 1
|1t =7 -1
Fa=11 1 1 4
1 j -1 —j
(iv)
1 1 1 1 8 5
_ 1 I T A S B N I I
7_NFN7_Z 1 -1 1 —1]|s|™ | 3
1 5 -1 —j/ \0 J
LOSUNG 45

(i) Die Abtastfrequenz ist % = 512 Hz. Somit ist die Nyquistfrequenz 256 Hz also
gross genug um die vorkommenden Frequenzen zu registrieren. Die Amplituden
scheinen approximativ korrekt zu sein. Die beiden Frequenzen bei 100.2 Hz und
102.5 Hz sind nicht sauber getrennt. Dies, da die Auflésung im Frequenzbereich
nur %Hz betrégt. Mogliches Programm:

| MATLAB
N=2-10;T=2;
t=1linspace(0,T,N);
f=2%sin (100.2*2*%pi*t) -3*cos (102.5*2*pix*t)
+0.5*sin (150*2*pi*t)+randn(1,N);
plot(t,f);
xlabel([’t [s]’]);ylabel(’f(t)’);grid on
A=2xabs (fft(£))/N;
freq=[0:N-1]/T;
domain=find (freq<200);
figure
stem(freq(domain) ,A(domain),’.?)

xlabel ([’f [Hz]’]);ylabel(’A’);grid on |

|

(ii) Die Abtastfrequenz ist % = 204.8 Hz. Somit ist die Nyquistfrequenz 102.4 Hz.
Diese ist zu klein um die vorkommenden Frequenzen zu registrieren. Die ent-
sprechenden Amplituden sind somit falsch.
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(iii) Die Abtastfrequenz ist 138“‘;4 = 819.2 Hz. Somit ist die Nyquistfrequenz 409.6 Hz,
also gross genug um die vorkommenden Frequenzen zu registrieren. Die beiden
Frequenzen bei 100.2 Hz und 102.5 Hz sind sauber getrennt. Dies, da die Auflo-
sung im Frequenzbereich % Hz betrégt.

(iv) Fast kein Unterschied zu (iii).

Das Rauschen hat keinen grossen Einfluss. Erst bei einem Vorfaktor von etwa 15 vor

dem Ausdruck randn(1,N) wird es schwierig die Amplitude bei der Frequenz von 150 Hz

vom Rauschen zu trennen.

LOSUNG 46
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